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第2版序言

《统计学习方法》第1版于2012年出版，讲述了统计机器学习方法，主要是一些 

常用的监督学习方法。第2版增加了一些常用的无监督学习方法，由此本书涵盖了传 

统统计机器学习方法的主要内容。

在撰写《统计学习方法》伊始，对全书内容做了初步规划。第1版出版之后，即着 

手无监督学习方法的写作。由于写作是在业余时间进行，常常被主要工作打断，历经 

六年多时间才使这部分工作得以完成。犹未能加入深度学习和强化学习等重要内容, 

希望今后能够增补，完成整本书的写作计划。

《统计学习方法》第1版的出版正值大数据和人工智能的热潮，生逢其时，截至 

2019年4月本书共印刷25次，152000册，得到了广大读者的欢迎和支持。有许多读 

者指出本书对学习和掌握机器学习技术有极大的帮助，也有许多读者通过电子邮件、 

微博等方式指出书中的错误，提出改进的建议和意见。一些高校将本书作为机器学习 

课程的教材或参考书。有的同学在网上发表了读书笔记，有的同学将本书介绍的方法 

在计算机上实现。清华大学深圳研究生院袁春老师精心制作了第1版十二章的课件, 

在网上公布，为大家提供教学之便。众多老师、同学、读者的支持和鼓励，让作者深受 

感动和鼓舞。在这里向所有的老师、同学、读者致以诚挚的谢意！

能为中国的计算机科学、人工智能领域做出一点微薄的贡献，感到由衷的欣慰, 

同时也感受到作为知识传播者的重大责任，让作者决意把本书写好。也希望大家今后 

不吝指教，多提宝贵意见，以帮助继续提高本书的质量。在写作中作者也深切体会到 

教学相长的道理，经常发现自己对基础知识的掌握不够扎实，通过写作得以对相关知 

识进行了深入的学习，受益匪浅。

本书是一部机器学习的基本读物，要求读者拥有高等数学、线性代数和概率统计 

的基础知识。书中主要讲述统计机器学习的方法，力求系统全面又简明扼要地阐述这 

些方法的理论、算法和应用，使读者能对这些机器学习的基本技术有很好的掌握。针 

对每个方法，详细介绍其基本原理、基础理论、实际算法，给出细致的数学推导和具 

体实例，既帮助读者理解，也便于日后复习。
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第2版增加的无监督学习方法，王泉、陈嘉怡、柴琛林、赵程绮等帮助做了认真细 

致的校阅，提出了许多宝贵意见，在此谨对他们表示衷心的感谢。清华大学出版社的 

薛慧编辑一直对本书的写作给予非常专业的指导和帮助，在此对她表示衷心的感谢！

由于本人水平有限，本书一定存在不少错误，恳请各位专家、老师和同学批评 

指正。

李航

2019年4月



第1版序言

计算机与网络已经融入人们的日常学习、工作和生活之中，成为人们不可或缺的 

助手和伙伴。计算机与网络的飞速发展完全改变了人们的学习、工作和生活方式。智 

能化是计算机研究与开发的一个主要目标。近几十年来的实践表明，统计机器学习方 

法是实现这一目标的最有效手段，尽管它还存在着一定的局限性。

本人一直从事利用统计学习方法对文本数据进行各种智能性处理的研究，包括自 

然语言处理、信息检索、文本数据挖掘。近20年来，这些领域发展之快，应用之广, 

实在令人惊叹！可以说，统计机器学习是这些领域的核心技术，在这些领域的发展及 

应用中起着决定性的作用。

本人在日常的研究工作中经常指导学生，并在国内外一些大学及讲习班上多次做 

过关于统计学习的报告和演讲。在这一过程中，同学们学习热情很高，希望得到指导, 

这使作者产生了撰写本书的想法。

国内外已出版了多本关于统计机器学习的书籍，比如，Hastie等人的《统计学习 

基础》，该书对统计学习的诸多问题有非常精辟的论述，但对初学者来说显得有些深 

奥。统计学习范围甚广，一两本书很难覆盖所有问题。本书主要是面向将统计学习方 

法作为工具的科研人员与学生，特别是从事信息检索、自然语言处理、文本数据挖掘 

及相关领域的研究与开发的科研人员与学生。

本书力求系统而详细地介绍统计学习的方法。在内容选取上，侧重介绍那些最重 

要、最常用的方法，特别是关于分类与标注问题的方法。对其他问题及方法，如聚类 

等，计划在今后的写作中再加以介绍。在叙述方式上，每一章讲述一种方法，各章内容 

相对独立、完整；同时力图用统一框架来论述所有方法，使全书整体不失系统性，读 

者可以从头到尾通读，也可以选择单个章节细读。对每一种方法的讲述力求深入浅出, 

给出必要的推导证明，提供简单的实例，使初学者易于掌握该方法的基本内容，领会 

方法的本质，并准确地使用方法。对相关的深层理论，则予以简述。在每章后面，给出 

一些习题，介绍一些相关的研究动向和阅读材料，列出参考文献，以满足读者进一步 

学习的需求。本书第1章简要叙述统计学习方法的基本概念，最后一章对统计学习方
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法进行比较与总结。止匕外，在附录中简要介绍一些共用的最优化理论与方法。

本书可以作为统计机器学习及相关课程的教学参考书，适用于信息检索及自然语 

言处理等专业的大学生、研究生。

本书初稿完成后，田飞、王佳磊、武威、陈凯、伍浩钺、曹正、陶宇等人分别审阅 

了全部或部分章节，提出了许多宝贵意见，对本书质量的提高有很大帮助，在此向他 

们表示衷心的感谢。在本书写作和出版过程中，清华大学出版社的责任编辑薛慧给予 

了很多帮助，在此特向她致谢。

由于本人水平所限，书中难免有错误和不当之处，欢迎各位专家和读者给予批评 

指正。

李航

2011年4月23日
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第1篇 监督学习





第1章统计学习及监督学习概论

本书第1篇讲述监督学习方法。监督学习是从标注数据中学习模型的机器学习问 

题，是统计学习或机器学习的重要组成部分。

本章简要叙述统计学习及监督学习的一些基本概念。使读者对统计学习及监督学 

习有初步了解。

本章1.1节叙述统计学习或机器学习的定义、研究对象与方法；1.2节叙述统计 

学习的分类，基本分类是监督学习、无监督学习、强化学习；1.3节叙述统计学习方法 

的三要素：模型、策略和算法；1.4节至1.7节相继介绍监督学习的几个重要概念，包 

括模型评估与模型选择、正则化与交叉验证、学习的泛化能力、生成模型与判别模型; 

最后L8节介绍监督学习的应用：分类问题，标注问题与回归问题。

1-1统计学习

1 .统计学习的特点

统计学习（statistical learning）是关于计算机基于数据构建概率统计模型并运用 

模型对数据进行预测与分析的一门学科。统计学习也称为统计机器学习（statistical 

machine learning）。

统计学习的主要特点是：（1）统计学习以计算机及网络为平台，是建立在计算机 

及网络上的；（2）统计学习以数据为研究对象，是数据驱动的学科；（3）统计学习的目 

的是对数据进行预测与分析；（4）统计学习以方法为中心，统计学习方法构建模型并 

应用模型进行预测与分析；（5）统计学习是概率论、统计学、信息论、计算理论、最优 

化理论及计算机科学等多个领域的交叉学科，并且在发展中逐步形成独自的理论体系 

与方法论。

赫尔伯特•西蒙（Herbert A. Simon）曾对“学习”给出以下定义：“如果一个系统 

能够通过执行某个过程改进它的性能，这就是学习。”按照这一观点，统计学习就是计 

算机系统通过运用数据及统计方法提高系统性能的机器学习。现在，当人们提及机器 

学习时，往往是指统计机器学习。所以可以认为本书介绍的是机器学习方法。
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2 .统计学习的对象

统计学习研究的对象是数据(data) o它从数据出发，提取数据的特征，抽象出数 

据的模型，发现数据中的知识，又回到对数据的分析与预测中去。作为统计学习的对 

象，数据是多样的，包括存在于计算机及网络上的各种数字、文字、图像、视频、音频 

数据以及它们的组合。

统计学习关于数据的基本假设是同类数据具有一定的统计规律性，这是统计学习 

的前提。这里的同类数据是指具有某种共同性质的数据，例如英文文章、互联网网页、 

数据库中的数据等。由于它们具有统计规律性，所以可以用概率统计方法处理它们。 

比如，可以用随机变量描述数据中的特征，用概率分布描述数据的统计规律。在统计 

学习中，以变量或变量组表示数据。数据分为由连续变量和离散变量表示的类型。本 

书以讨论离散变量的方法为主。另外，本书只涉及利用数据构建模型及利用模型对数 

据进行分析与预测，对数据的观测和收集等问题不作讨论。

3 .统计学习的目的

统计学习用于对数据的预测与分析，特别是对未知新数据的预测与分析。对数据 

的预测可以使计算机更加智能化，或者说使计算机的某些性能得到提高；对数据的分 

析可以让人们获取新的知识，给人们带来新的发现。

对数据的预测与分析是通过构建概率统计模型实现的。统计学习总的目标就是考 

虑学习什么样的模型和如何学习模型，以使模型能对数据进行准确的预测与分析，同 

时也要考虑尽可能地提高学习效率。

4 .统计学习的方法

统计学习的方法是基于数据构建概率统计模型从而对数据进行预测与分析。统计 

学习由监督学习(supervised learning)、无监督学习(unsupervised learning)和强化 

学习(reinforcement learning)等组成。

本书第1篇讲述监督学习，第2篇讲述无监督学习。可以说监督学习、无监督学 

习方法是最主要的统计学习方法。

统计学习方法可以概括如下：从给定的、有限的、用于学习的训练数据(training 

data)集合出发，假设数据是独立同分布产生的；并且假设要学习的模型属于某 

个函数的集合，称为假设空间(hypothesis space)；应用某个评价准则(evaluation 

criterion),从假设空间中选取一个最优模型，使它对已知的训练数据及未知的测试数 

据(test data)在给定的评价准则下有最优的预测；最优模型的选取由算法实现。这样, 

统计学习方法包括模型的假设空间、模型选择的准则以及模型学习的算法。称其为统 

计学习方法的三要素，简称为模型(model)、策略(strategy)和算法(algorithm) 0

实现统计学习方法的步骤如下：

(1)得到一个有限的训练数据集合；
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(2)确定包含所有可能的模型的假设空间，即学习模型的集合；

(3)确定模型选择的准则，即学习的策略；

(4)实现求解最优模型的算法，即学习的算法；

(5)通过学习方法选择最优模型；

(6)利用学习的最优模型对新数据进行预测或分析。

本书第1篇介绍监督学习方法，主要包括用于分类、标注与回归问题的方法。这 

些方法在自然语言处理、信息检索、文本数据挖掘等领域中有着极其广泛的应用。

5 .统计学习的研究

统计学习研究一般包括统计学习方法、统计学习理论及统计学习应用三个方面。 

统计学习方法的研究旨在开发新的学习方法；统计学习理论的研究在于探求统计学习 

方法的有效性与效率，以及统计学习的基本理论问题；统计学习应用的研究主要考虑 

将统计学习方法应用到实际问题中去，解决实际问题。

6 .统计学习的重要性

近二十年来，统计学习无论是在理论还是在应用方面都得到了巨大的发展，有许 

多重大突破，统计学习已被成功地应用到人工智能、模式识别、数据挖掘、自然语言 

处理、语音处理、计算视觉、信息检索、生物信息等许多计算机应用领域中，并且成为 

这些领域的核心技术。人们确信，统计学习将会在今后的科学发展和技术应用中发挥 

越来越大的作用。

统计学习学科在科学技术中的重要性主要体现在以下几个方面：

(1)统计学习是处理海量数据的有效方法。我们处于一个信息爆炸的时代，海量 

数据的处理与利用是人们必然的需求。现实中的数据不但规模大，而且常常具有不确 

定性，统计学习往往是处理这类数据最强有力的工具。

(2)统计学习是计算机智能化的有效手段。智能化是计算机发展的必然趋势，也 

是计算机技术研究与开发的主要目标。近几十年来，人工智能等领域的研究证明，利 

用统计学习模仿人类智能的方法，虽有一定的局限性，还是实现这一目标的最有效 

手段。

(3)统计学习是计算机科学发展的一个重要组成部分。可以认为计算机科学由三 

维组成：系统、计算、信息。统计学习主要属于信息这一维，并在其中起着核心作用。

1.2统计学习的分类

统计学习或机器学习是一个范围宽阔、内容繁多、应用广泛的领域，并不存在(至 

少现在不存在)一个统一的理论体系涵盖所有内容。下面从几个角度对统计学习方法 

进行分类。
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1.2.1 基本分类

统计学习或机器学习一般包括监督学习、无监督学习、强化学习。有时还包括半 

监督学习、主动学习。

1 .监督学习

监督学习(supervised learning)是指从标注数据中学习预测模型的机器学习问 

题。标注数据表示输入输出的对应关系，预测模型对给定的输入产生相应的输出。监 

督学习的本质是学习输入到输出的映射的统计规律。

(1)输入空间、特征空间和输出空间

在监督学习中，将输入与输出所有可能取值的集合分别称为输入空间(input 

space)与输出空间(output space)。输入与输出空间可以是有限元素的集合，也可以 

是整个欧氏空间。输入空间与输出空间可以是同一个空间，也可以是不同的空间；但 

通常输出空间远远小于输入空间。

每个具体的输入是一个实例(instance),通常由特征向量(feature vector)表示。 

这时，所有特征向量存在的空间称为特征空间(feature space) o特征空间的每一维对 

应于一个特征。有时假设输入空间与特征空间为相同的空间，对它们不予区分；有时 

假设输入空间与特征空间为不同的空间，将实例从输入空间映射到特征空间。模型实 

际上都是定义在特征空间上的。

在监督学习中，将输入与输出看作是定义在输入(特征)空间与输出空间上的随 

机变量的取值。输入输出变量用大写字母表示，习惯上输入变量写作X,输出变量写 

作V。输入输出变量的取值用小写字母表示，输入变量的取值写作)，输出变量的取 

值写作外变量可以是标量或向量，都用相同类型字母表示。除特别声明外，本书中向 

量均为列向量。输入实例宓的特征向量记作

/⑴表示为的第〃个特征。注意1⑴与及不同，本书通常用/表示多个输入变量中

的第i个变量，即
((1) (2) (n)\T

监督学习从训练数据(training data)集合中学习模型，对测试数据(test data) 

进行预测。训练数据由输入(或特征向量)与输出对组成，训练集通常表示为

T = {31,阴),(%2,公),・一，(%n,Un)}

测试数据也由输入与输出对组成。输入与输出对又称为样本(sample)或样本点。
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输入变量x和输出变量y有不同的类型，可以是连续的，也可以是离散的。人 

们根据输入输出变量的不同类型，对预测任务给予不同的名称：输入变量与输出变量 

均为连续变量的预测问题称为回归问题；输出变量为有限个离散变量的预测问题称为 

分类问题；输入变量与输出变量均为变量序列的预测问题称为标注问题。

(2)联合概率分布

监督学习假设输入与输出的随机变量x和y遵循联合概率分布p(x,y)。 

p(x,y)表示分布函数，或分布密度函数。注意在学习过程中，假定这一联合概率分 

布存在，但对学习系统来说，联合概率分布的具体定义是未知的。训练数据与测试数 

据被看作是依联合概率分布p(x,y)独立同分布产生的。统计学习假设数据存在一定 

的统计规律，x和y具有联合概率分布就是监督学习关于数据的基本假设。

(3)假设空间

监督学习的目的在于学习一个由输入到输出的映射，这一映射由模型来表示。换 

句话说，学习的目的就在于找到最好的这样的模型。模型属于由输入空间到输出空间 

的映射的集合，这个集合就是假设空间(hypothesis space)。假设空间的确定意味着 

学习的范围的确定。

监督学习的模型可以是概率模型或非概率模型，由条件概率分布P(Y|X)或决策 

函数(decision function) Y = /(X)表示，随具体学习方法而定。对具体的输入进行 

相应的输出预测时，写作尸⑻2)或g = /(%)。

(4)问题的形式化

监督学习利用训练数据集学习一个模型，再用模型对测试样本集进行预测。由于 

在这个过程中需要标注的训练数据集，而标注的训练数据集往往是人工给出的，所以 

称为监督学习。监督学习分为学习和预测两个过程，由学习系统与预测系统完成，可 

用图1.1来描述。

首先给定一个训练数据集

T = AXN,VN)} 
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其中(g,奶)，，N,称为样本或样本点。geHR"是输入的观测值，也 

称为输入或实例，Vi^y是输出的观测值，也称为输出。

监督学习分为学习和预测两个过程，由学习系统与预测系统完成。在学习过程中, 

学习系统利用给定的训练数据集，通过学习(或训练)得到一个模型，表示为条件概率 

分布P(Y\X)或决策函数F = /(X)。条件概率分布P(Y\X)或决策函数Y = /(X) 

描述输入与输出随机变量之间的映射关系。在预测过程中，预测系统对于给定的测试 

样本集中的输入/n+1，由模型Un+1 = argmaxHg|cN+i)或Jn+i =/Qn+i)给出 
y

相应的输出UN+1。

在监督学习中，假设训练数据与测试数据是依联合概率分布p(x,f)独立同分布 

产生的。

学习系统(也就是学习算法)试图通过训练数据集中的样本⑵,%)带来的信息 

学习模型。具体地说，对输入g, 一个具体的模型g =/侬)可以产生一个输出/(g), 

而训练数据集中对应的输出是防。如果这个模型有很好的预测能力，训练样本输出比 

和模型输出f(Xi)之间的差就应该足够小。学习系统通过不断地尝试，选取最好的模 

型，以便对训练数据集有足够好的预测，同时对未知的测试数据集的预测也有尽可能 

好的推广。

2 .无监督学习

无监督学习①(unsupervised learning)是指从无标注数据中学习预测模型的机器 

学习问题。无标注数据是自然得到的数据，预测模型表示数据的类别、转换或概率。无 

监督学习的本质是学习数据中的统计规律或潜在结构。

模型的输入与输出的所有可能取值的集合分别称为输入空间与输出空间。输入空 

间与输出空间可以是有限元素集合，也可以是欧氏空间。每个输入是一个实例，由特 

征向量表示。每一个输出是对输入的分析结果，由输入的类别、转换或概率表示。模 

型可以实现对数据的聚类、降维或概率估计。

假设，是输入空间，名是隐式结构空间。要学习的模型可以表示为函数z = gQ), 

条件概率分布P(z\x),或者条件概率分布P[x\z')的形式，其中/€ %是输入，zRZ 

是输出。包含所有可能的模型的集合称为假设空间。无监督学习旨在从假设空间中选 

出在给定评价标准下的最优模型。

无监督学习通常使用大量的无标注数据学习或训练，每一个样本是一个实例。训 

练数据表示为U = {% %•••,N可}，其中Xi，i = 1,2,…，N,是样本。

无监督学习可以用于对已有数据的分析，也可以用于对未来数据的预测。分 

析时使用学习得到的模型，即函数z = OQ),条件概率分布户(zR),或者条件概率 

分布「(劣⑸。预测时，和监督学习有类似的流程。由学习系统与预测系统完成，如

①也译作非监督学习。
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图1.2所示。在学习过程中，学习系统从训练数据集学习，得到一个最优模型，表示为 

函数Z =讥彷，条件概率分布P[z\x)或者条件概率分布P[x\z)o在预测过程中，预测 

系统对于给定的输入NN+1，由模型ZN+1 =讥力N+1)或ZN+1 = argmaxP(2|a；Ar+i) 
z

给出相应的输出ZN+1，进行聚类或降维，或者由模型户(7⑶给出输入的概率 

户(lN+llzN+1)，进行概率估计。

3 .强化学习

强化学习(reinforcement learning)是指智能系统在与环境的连续互动中学习 

最优行为策略的机器学习问题。假设智能系统与环境的互动基于马尔可夫决策过 

程(Markov decision process),智能系统能观测到的是与环境互动得到的数据序列。 

强化学习的本质是学习最优的序贯决策。

智能系统与环境的互动如图1.3所示。在每一步t,智能系统从环境中观测到一个 

状态(state) st与一个奖励(reward)々，采取一个动作(action) ato环境根据智能系 

统选择的动作，决定下一步t + 1的状态st+i与奖励勺+i。要学习的策略表示为给定 

的状态下采取的动作。智能系统的目标不是短期奖励的最大化，而是长期累积奖励的 

最大化。强化学习过程中，系统不断地试错(trial and error),以达到学习最优策略的 

目的。

图L3 智能系统与环境的互动
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强化学习的马尔可夫决策过程是状态、奖励、动作序列上的随机过程，由五元组 

门)组成。

• S是有限状态(state)的集合

• A是有限动作(action)的集合

• P是状态转移概率(transition probability)函数：

P(s'|s,q) = P ⑶+i = sf\st = s^at = a)

• r 是奖励函数(reward function) : r(s,a) = E{rt^\\st = s,q± = d)

• 7 是衰减系数(discount factor) : 7 G [0,1]

马尔可夫决策过程具有马尔可夫性，下一个状态只依赖于前一个状态与动作，由 

状态转移概率函数P(s'|s,a)表示。下一个奖励依赖于前一个状态与动作，由奖励函 

数，(s,q)表示。

策略7T定义为给定状态下动作的函数a = f(s)或者条件概率分布P(a|s)o给定 

一个策略7T，智能系统与环境互动的行为就已确定(或者是确定性的或者是随机性 

的)。

价值函数(value function)或状态价值函数(state value function)定义为策略开 

从某一个状态s开始的长期累积奖励的数学期望：

♦式s) = E^t+i + 7n+2 + ?2n+3 + …厢=s] (1.1)

动作价值函数(action value function)定义为策略tt的从某一个状态s和动作a 

开始的长期累积奖励的数学期望：

q7r(s,q) = E^t+i + 7n+2 + 72n+3 + …历== q] (1.2)

强化学习的目标就是在所有可能的策略中选出价值函数最大的策略7T*,而在实际 

学习中往往从具体的策略出发，不断优化已有策略。这里)表示未来的奖励会有衰减。

强化学习方法中有基于策略的(policy-based) ＞基于价值的(value-based),这两 

者属于无模型的(model-free)方法，还有有模型的(model-based)方法。

有模型的方法试图直接学习马尔可夫决策过程的模型，包括转移概率函数 

P(s[s,a)和奖励函数r(s,a)。这样可以通过模型对环境的反馈进行预测，求出价值函 

数最大的策略7T*。

无模型的、基于策略的方法不直接学习模型，而是试图求解最优策略7T*,表示为 

函数Q =广(S)或者是条件概率分布P*(q|s),这样也能达到在环境中做出最优决策的 
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目的。学习通常从一个具体策略开始，通过搜索更优的策略进行。

无模型的、基于价值的方法也不直接学习模型，而是试图求解最优价值函数，特 

别是最优动作价值函数q*(s,a)。这样可以间接地学到最优策略，根据该策略在给定的 

状态下做出相应的动作。学习通常从一个具体价值函数开始，通过搜索更优的价值函 

数进行。

4.半监督学习与主动学习

半监督学习(semi-supervised learning)是指利用标注数据和未标注数据学习预 

测模型的机器学习问题。通常有少量标注数据、大量未标注数据，因为标注数据的构 

建往往需要人工，成本较高，未标注数据的收集不需太多成本。半监督学习旨在利用 

未标注数据中的信息，辅助标注数据，进行监督学习，以较低的成本达到较好的学习 

效果。

主动学习(active learning)是指机器不断主动给出实例让教师进行标注，然后利 

用标注数据学习预测模型的机器学习问题。通常的监督学习使用给定的标注数据，往 

往是随机得到的，可以看作是“被动学习”，主动学习的目标是找出对学习最有帮助的 

实例让教师标注，以较小的标注代价，达到较好的学习效果。

半监督学习和主动学习更接近监督学习。

1.2.2按模型分类

统计学习或机器学习方法可以根据其模型的种类进行分类。

1 .概率模型与非概率模型

统计学习的模型可以分为概率模型(probabilistic model)和非概率模型(non- 

probabilistic model)或者确定性模型(deterministic model) o在监督学习中，概率模 

型取条件概率分布形式P(y\x),非概率模型取函数形式y = f⑺,其中%是输入，y 

是输出。在无监督学习中，概率模型取条件概率分布形式P(z|，)或P(，|z),非概率模 

型取函数形式z = gQ),其中力是输入，z是输出。在监督学习中，概率模型是生成模 

型，非概率模型是判别模型。

本书介绍的决策树、朴素贝叶斯、隐马尔可夫模型、条件随机场、概率潜在语 

义分析、潜在狄利克雷分配、高斯混合模型是概率模型。感知机、支持向量机、k近 

邻、AdaBoost. k均值、潜在语义分析，以及神经网络是非概率模型。逻辑斯谛回归既 

可看作是概率模型，又可看作是非概率模型。

条件概率分布P[y\x)和函数g = f(x)可以相互转化(条件概率分布P[z\x)和 

函数z = gQ)同样可以)。具体地，条件概率分布最大化后得到函数，函数归一化后 

得到条件概率分布。所以，概率模型和非概率模型的区别不在于输入与输出之间的映 
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射关系，而在于模型的内在结构。概率模型一定可以表示为联合概率分布的形式，其 

中的变量表示输入、输出、隐变量甚至参数。而针对非概率模型则不一定存在这样的 

联合概率分布。

概率模型的代表是概率图模型(probabilistic graphical model),概率图模型是联 

合概率分布由有向图或者无向图表示的概率模型，而联合概率分布可以根据图的结构 

分解为因子乘积的形式。贝叶斯网络、马尔可夫随机场、条件随机场是概率图模型。无 

论模型如何复杂，均可以用最基本的加法规则和乘法规则(参照图1.4)进行概率推理。

加法规则：P(x) = ZP(x))

y

乘法规则：尸(X))=0(%)产(川”)

其中1和y是随机变量

图1.4 基本概率公式

2 .线性模型与非线性模型

统计学习模型，特别是非概率模型，可以分为线性模型(linear model)和非线性 

模型(non-linear model)。如果函数y = /(rr)或z = gQ)是线性函数，则称模型是线 

性模型，否则称模型是非线性模型。

本书介绍的感知机、线性支持向量机、k近邻、k均值、潜在语义分析是线性模 

型。核函数支持向量机、AdaBoost、神经网络是非线性模型。

深度学习(deep learning)实际是复杂神经网络的学习，也就是复杂的非线性模 

型的学习。

3 .参数化模型与非参数化模型

统计学习模型又可以分为参数化模型(parametric model)和非参数化模型(non­

parametric model) o参数化模型假设模型参数的维度固定，模型可以由有限维参数完 

全刻画；非参数化模型假设模型参数的维度不固定或者说无穷大，随着训练数据量的 

增加而不断增大。

本书介绍的感知机、朴素贝叶斯、逻辑斯谛回归、k均值、高斯混合模型是参数化 

模型。决策树、支持向量机、AdaBoost、k近邻、潜在语义分析、概率潜在语义分析、 

潜在狄利克雷分配是非参数化模型。

参数化模型适合问题简单的情况，现实中问题往往比较复杂，非参数化模型更加 

有效。
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1-2.3按算法分类

统计学习根据算法，可以分为在线学习(online learning)与批量学习(batch 

learning)。在线学习是指每次接受一个样本，进行预测，之后学习模型，并不断重复 

该操作的机器学习。与之对应，批量学习一次接受所有数据，学习模型，之后进行预 

测。有些实际应用的场景要求学习必须是在线的。比如，数据依次达到无法存储，系 

统需要及时做出处理；数据规模很大，不可能一次处理所有数据；数据的模式随时间 

动态变化，需要算法快速适应新的模式(不满足独立同分布假设)。

在线学习可以是监督学习，也可以是无监督学习，强化学习本身就拥有在线学习 

的特点。以下只考虑在线的监督学习。

学习和预测在一个系统，每次接受一个输入3,用已有模型给出预测/(g)，之后 

得到相应的反馈，即该输入对应的输出为;系统用损失函数计算两者的差异，更新模 

型；并不断重复以上操作。见图1.5o

yt

,沁J

学习预测系统

/（/（七）,匕）

图1.5 在线学习

利用随机梯度下降的感知机学习算法就是在线学习算法。

在线学习通常比批量学习更难，很难学到预测准确率更高的模型，因为每次模型 

更新中，可利用的数据有限。

1.2.4按技巧分类

统计学习方法可以根据其使用的技巧进行分类。

1 .贝叶斯学习

贝叶斯学习(Bayesian learning),又称为贝叶斯推理(Bayesian inference),是 

统计学、机器学习中重要的方法。其主要想法是，在概率模型的学习和推理中，利用贝 

叶斯定理，计算在给定数据条件下模型的条件概率，即后验概率，并应用这个原理进 

行模型的估计，以及对数据的预测。将模型、未观测要素及其参数用变量表示，使用 

模型的先验分布是贝叶斯学习的特点。贝叶斯学习中也使用基本概率公式(图1.4)。

本书介绍的朴素贝叶斯、潜在狄利克雷分配的学习属于贝叶斯学习。
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假设随机变量d表示数据，随机变量e表示模型参数。根据贝叶斯定理，可以用 

以下公式计算后验概率「⑻。）：

p(。⑼=
p⑻p(。⑼ 

P(D)
(1.3)

其中P⑻ 是先验概率，P（O］。）是似然函数。

模型估计时，估计整个后验概率分布如果需要给出一个模型，通常取后 

验概率最大的模型。

预测时，计算数据对后验概率分布的期望值：

P(x\D) = / P{x\O,D)P(e\D)dO (1*4)

这里i是新样本。

贝叶斯估计与极大似然估计在思想上有很大的不同，代表着统计学中贝叶斯学派 

和频率学派对统计的不同认识。其实，可以简单地把两者联系起来，假设先验分布是 

均匀分布，取后验概率最大，就能从贝叶斯估计得到极大似然估计。图L6对贝叶斯 

估计和极大似然估计进行比较。

极大似然估计
D -------------------►

贝叶斯估计

D --------- 户网。）
P(0)P(D 10)

0 = arg max P(D \ 0)
「 o

图1.6 贝叶斯估计与极大似然估计

2 .核方法

核方法（kernel method）是使用核函数表示和学习非线性模型的一种机器学习方 

法，可以用于监督学习和无监督学习。有一些线性模型的学习方法基于相似度计算, 

更具体地，向量内积计算。核方法可以把它们扩展到非线性模型的学习，使其应用范 

围更广泛。

本书介绍的核函数支持向量机，以及核PCA、核k均值属于核方法。

把线性模型扩展到非线性模型，直接的做法是显式地定义从输入空间（低维空间） 

到特征空间（高维空间）的映射，在特征空间中进行内积计算。比如，支持向量机，把 

输入空间的线性不可分问题转化为特征空间的线性可分问题，如图1.7所示。核方法 

的技巧在于不显式地定义这个映射，而是直接定义核函数，即映射之后在特征空间的
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图1.7 输入空间到特征空间的映射

假设①1和劣2是输入空间的任意两个实例（向量），其内积是〈啰1逆2〉。假设从输 

入空间到特征空间的映射是夕，于是3和数在特征空间的映像是夕31）和夕（数）， 

其内积是331）,夕（电）〉。核方法直接在输入空间中定义核函数KQ1/2），使其满足 

KQ1逆2）=〈夕（叫）”（劣2））。表示定理给出核函数技巧成立的充要条件。

1.3统计学习方法三要素

统计学习方法都是由模型、策略和算法构成的，即统计学习方法由三要素构成, 

可以简单地表示为：

方法=模型+策略+算法

下面论述监督学习中的统计学习三要素。非监督学习、强化学习也同样拥有这三 

要素。可以说构建一种统计学习方法就是确定具体的统计学习三要素。

1.3.1 模型

统计学习首要考虑的问题是学习什么样的模型。在监督学习过程中，模型就是所 

要学习的条件概率分布或决策函数。模型的假设空间（hypothesis space）包含所有可 

能的条件概率分布或决策函数。例如，假设决策函数是输入变量的线性函数，那么模 

型的假设空间就是所有这些线性函数构成的函数集合。假设空间中的模型一般有无穷 

多个。

假设空间用下表示。假设空间可以定义为决策函数的集合：

^ = {f\y = fW} (1.5)

其中，X和Y是定义在输入空间才和输出空间，上的变量。这时F通常是由一个 

参数向量决定的函数族：
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^={f\Y = MX\Oe^} (1.6)

参数向量0取值于n维欧氏空间R",称为参数空间(parameter space) o

假设空间也可以定义为条件概率的集合：

«F={P|P(y|X)} (1.7)

其中，x和F是定义在输入空间*和输出空间V上的随机变量。这时下通常是由 

一个参数向量决定的条件概率分布族：

^={P\Pe(Y\X\eeIC1} (1.8)

参数向量e取值于n维欧氏空间R%也称为参数空间。

本书中称由决策函数表示的模型为非概率模型，由条件概率表示的模型为概率模 

型。为了简便起见，当论及模型时，有时只用其中一种模型。

1.3.2 策略

有了模型的假设空间，统计学习接着需要考虑的是按照什么样的准则学习或选择 

最优的模型。统计学习的目标在于从假设空间中选取最优模型。

首先引入损失函数与风险函数的概念。损失函数度量模型一次预测的好坏，风险 

函数度量平均意义下模型预测的好坏。

1 .损失函数和风险函数

监督学习问题是在假设空间厅中选取模型;作为决策函数，对于给定的输入X, 

由“X)给出相应的输出y,这个输出的预测值/(X)与真实值y可能一致也可能不 

一致，用一个损失函数(loss function)或代价函数(cost function)来度量预测错误的 

程度。损失函数是/(X)和V的非负实值函数，记作乙(K/(x))。

统计学习常用的损失函数有以下几种：

(1) 0-1 损失函数(0-1 loss function)

f 1, Y*以X)
Wj(x))= < 干八) (i ⑼

[o, y = 〃x)

(2)平方损失函数(quadratic loss function)

W"(x))= (y — 〃x))2 (no)
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(3)绝对损失函数(absolute loss function)

W,/(x))= |y-/(x)| (i.u)

(4)对数损失函数(logarithmic loss function)或对数似然损失函数(log-likelihood 

loss function)
L(y,F(y|X)) = -10gP(F|X) (1.12)

损失函数值越小，模型就越好。由于模型的输入、输出(x,y)是随机变量，遵循 

联合分布p(x,y),所以损失函数的期望是

Re^f) = EP[L(Y,f(X))]

=[L(yd⑸)PQy)dH(ly (1.13)

这是理论上模型〃x)关于联合分布p(x,y)的平均意义下的损失，称为风险函 

数(risk function)或期望损失(expected loss) o

学习的目标就是选择期望风险最小的模型。由于联合分布P(X,Y)是未知 

的，&xp(/)不能直接计算。实际上，如果知道联合分布P(x,y),可以从联合分布 

直接求出条件概率分布p(y|x),也就不需要学习了。正因为不知道联合概率分布, 

所以才需要进行学习。这样一来，一方面根据期望风险最小学习模型要用到联合分 

布，另一方面联合分布又是未知的，所以监督学习就成为一个病态问题(ill-formed 

problem)。

给定一个训练数据集

T = {(2141), (政)沙2)〉

模型/(X)关于训练数据集的平均损失称为经验风险(empirical risk)或经验损 

失 (empirical loss)，记作 J?emp：

i n

凡mp(/) = R £〃％"(0)) (1.14)
i=l

期望风险Rexp(/)是模型关于联合分布的期望损失，经验风险Aemp(/)是模型 

关于训练样本集的平均损失。根据大数定律，当样本容量N趋于无穷时，经验风险 

Hemp(/)趋于期望风险Rexp(/)。所以一个很自然的想法是用经验风险估计期望风险。 

但是，由于现实中训练样本数目有限，甚至很小，所以用经验风险估计期望风险常常 

并不理想，要对经验风险进行一定的矫正。这就关系到监督学习的两个基本策略：经 

验风险最小化和结构风险最小化。
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2 .经验风险最小化与结构风险最小化

在假设空间、损失函数以及训练数据集确定的情况下，经验风险函数式(1.14)就 

可以确定。经验风险最小化(empirical risk minimization, ERM)的策略认为，经验 

风险最小的模型是最优的模型。根据这一策略，按照经验风险最小化求最优模型就是 

求解最优化问题：
I N

密2 为 (115)

i=l

其中，尸是假设空间。

当样本容量足够大时，经验风险最小化能保证有很好的学习效果，在现实中被广 

泛采用。比如，极大似然估计(maximum likelihood estimation)就是经验风险最小 

化的一个例子。当模型是条件概率分布、损失函数是对数损失函数时，经验风险最小 

化就等价于极大似然估计。

但是，当样本容量很小时，经验风险最小化学习的效果就未必很好，会产生“过拟 

合"(over-fitting)现象。

结构风险最小化(structural risk minimization, SRM)是为了防止过拟合而提出 

来的策略。结构风险最小化等价于正则化(regularization) o结构风险在经验风险上加 

上表示模型复杂度的正则化项(regularizer)或罚项(penalty term) o在假设空间、损 

失函数以及训练数据集确定的情况下，结构风险的定义是：

1 n
Rsrm(/)=讨 £ 4%,/(0)) + AJ(/) (1.16)

V i=l

其中J⑴为模型的复杂度，是定义在假设空间F上的泛函。模型f越复杂，复杂度 

J⑴就越大；反之，模型f越简单，复杂度J⑴就越小。也就是说，复杂度表示了对 

复杂模型的惩罚。X20是系数，用以权衡经验风险和模型复杂度。结构风险小需要经 

验风险与模型复杂度同时小。结构风险小的模型往往对训练数据以及未知的测试数据 

都有较好的预测。

比如，贝叶斯估计中的最大后验概率估计(maximum posterior probability esti­

mation, MAP)就是结构风险最小化的一个例子。当模型是条件概率分布、损失函数 

是对数损失函数、模型复杂度由模型的先验概率表示时，结构风险最小化就等价于最 

大后验概率估计。

结构风险最小化的策略认为结构风险最小的模型是最优的模型。所以求最优模 

型，就是求解最优化问题：

1 N
密塔河 £ £(%,/(0)) + AJ(/) (1.17)

1 i=i
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这样，监督学习问题就变成了经验风险或结构风险函数的最优化问题(L15)和 

(1.17)。这时经验或结构风险函数是最优化的目标函数。

1.3.3算法

算法是指学习模型的具体计算方法。统计学习基于训练数据集，根据学习策略, 

从假设空间中选择最优模型，最后需要考虑用什么样的计算方法求解最优模型。

这时，统计学习问题归结为最优化问题，统计学习的算法成为求解最优化问题的 

算法。如果最优化问题有显式的解析解，这个最优化问题就比较简单。但通常解析解 

不存在，这就需要用数值计算的方法求解。如何保证找到全局最优解，并使求解的过 

程非常高效，就成为一个重要问题。统计学习可以利用已有的最优化算法，有时也需 

要开发独自的最优化算法。

统计学习方法之间的不同，主要来自其模型、策略、算法的不同。确定了模型、策 

略、算法，统计学习的方法也就确定了。这就是将其称为统计学习方法三要素的原因。 

以下介绍监督学习的几个重要概念。

1.4模型评估与模型选择

1.4.1 训练误差与测试误差

统计学习的目的是使学到的模型不仅对已知数据而且对未知数据都能有很好的 

预测能力。不同的学习方法会给出不同的模型。当损失函数给定时，基于损失函数的 

模型的训练误差(training error)和模型的测试误差(test error)就自然成为学习方 

法评估的标准。注意，统计学习方法具体采用的损失函数未必是评估时使用的损失函 

数。当然，让两者一致是比较理想的。

假设学习到的模型是V = /(X),训练误差是模型y = /(X)关于训练数据集的 

平均损失： N
入 1人

Remp(f)=万 £ L(yi, /(0)) (1.18)
i=l

其中N是训练样本容量。

测试误差是模型Y = /(X)关于测试数据集的平均损失：

]N' 人
“est =而 £ £(% /(&)) (L19)

i=l

其中N'是测试样本容量。
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例如，当损失函数是0-1损失时，测试误差就变成了常见的测试数据集上的误差 

率(error rate)：
i 人

etest =而 £/(% * /(g)) (L20)

这里I是指示函数(indicator function)，即g壬，(力)时为1,否则为0。

相应地，常见的测试数据集上的准确率(accuracy)为

]N' 人
,test =即 £/(% = /(g)) (L21)

i=l

显然,

/test + etest = 1

训练误差的大小，对判断给定的问题是不是一个容易学习的问题是有意义的，但 

本质上不重要。测试误差反映了学习方法对未知的测试数据集的预测能力，是学习中 

的重要概念。显然，给定两种学习方法，测试误差小的方法具有更好的预测能力，是 

更有效的方法。通常将学习方法对未知数据的预测能力称为泛化能力(generalization 

ability)，这个问题将在1.6节继续论述。

1.4.2 过拟合与模型选择

当假设空间含有不同复杂度(例如，不同的参数个数)的模型时，就要面临模型选 

择(model selection)的问题。我们希望选择或学习一个合适的模型。如果在假设空间 

中存在“真”模型，那么所选择的模型应该逼近真模型。具体地，所选择的模型要与真 

模型的参数个数相同，所选择的模型的参数向量与真模型的参数向量相近。

如果一味追求提高对训练数据的预测能力，所选模型的复杂度则往往会比真模型 

更高。这种现象称为过拟合(over-fitting)。过拟合是指学习时选择的模型所包含的参 

数过多，以至出现这一模型对已知数据预测得很好，但对未知数据预测得很差的现象。 

可以说模型选择旨在避免过拟合并提高模型的预测能力。

下面，以多项式函数拟合问题为例，说明过拟合与模型选择。这是一个回归问题。

例L1假设给定一个训练数据集①：

其中，g e R是输入比的观测值，% e R是相应的输出沙的观测值，i = l,2,…，N。

①本例来自参考文献[2]o 
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多项式函数拟合的任务是假设给定数据由M次多项式函数生成，选择最有可能产生 

这些数据的M次多项式函数，即在M次多项式函数中选择一个对已知数据以及未知 

数据都有很好预测能力的函数。

假设给定如图1.8所示的10个数据点，用。〜9次多项式函数对数据进行拟合。 

图中画出了需要用多项式函数曲线拟合的数据。

图1.8 M次多项式函数拟合问题的例子

设M次多项式为

M
/m (与面)=wo + wix + W2X2 + ♦ • • + wm6m = £吗砂 (1.22)

，=0

式中X是单变量输入，Wo, W1,…)Wm是M + 1个参数。

解决这一问题的方法可以是这样的。首先确定模型的复杂度，即确定多项式的次 

数；然后在给定的模型复杂度下，按照经验风险最小化的策略，求解参数，即多项式的 

系数。具体地，求以下经验风险最小化：

1 N
L(W = 5 £(〃羯 w)—%产 (1-23)

2=1

这时，损失函数为平方损失，系数।是为了计算方便。
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这是一个简单的最优化问题。将模型与训练数据代入式（1.23）中，有

1 N （ M \ 2

= ]£ £必说一仍

，=1 \j=0 /

这一问题可用最小二乘法求得拟合多项式系数的唯一解，记作仅6，wr, •••, w^0求 

解过程这里不予叙述，读者可参阅有关材料。

图1.8给出了 ” = 0, ” = 1, M = 3及"=9时多项式函数拟合的情况。如果 

M = 0,多项式曲线是一个常数，数据拟合效果很差。如果M = l,多项式曲线是一 

条直线，数据拟合效果也很差。相反，如果〃 =9,多项式曲线通过每个数据点，训练 

误差为0。从对给定训练数据拟合的角度来说，效果是最好的。但是，因为训练数据本 

身存在噪声，这种拟合曲线对未知数据的预测能力往往并不是最好的，在实际学习中 

并不可取。这时过拟合现象就会发生。这就是说，模型选择时，不仅要考虑对已知数 

据的预测能力，而且还要考虑对未知数据的预测能力。当” =3时，多项式曲线对训 

练数据拟合效果足够好，模型也比较简单，是一个较好的选择。 ■

在多项式函数拟合中可以看到，随着多项式次数（模型复杂度）的增加，训练误差 

会减小，直至趋向于0,但是测试误差却不如此，它会随着多项式次数（模型复杂度） 

的增加先减小而后增大。而最终的目的是使测试误差达到最小。这样，在多项式函数 

拟合中，就要选择合适的多项式次数，以达到这一目的。这一结论对一般的模型选择 

也是成立的。

图1.9描述了训练误差和测试误差与模型的复杂度之间的关系。当模型的复杂度 

增大时，训练误差会逐渐减小并趋向于0;而测试误差会先减小，达到最小值后又增 

大。当选择的模型复杂度过大时，过拟合现象就会发生。这样，在学习时就要防止过

就
咏W
启
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拟合，进行最优的模型选择，即选择复杂度适当的模型，以达到使测试误差最小的学 

习目的。下面介绍两种常用的模型选择方法：正则化与交叉验证。

1.5正则化与交叉验证

1.5.1 正贝化

模型选择的典型方法是正则化(regularization)。正则化是结构风险最小化策略 

的实现，是在经验风险上加一个正则化项(regularize!i)或罚项(penalty term)。正 

则化项一般是模型复杂度的单调递增函数，模型越复杂，正则化值就越大。比如，正则 

化项可以是模型参数向量的范数。

正则化一般具有如下形式：

min = £ £(%,/(0)) + AJ (/) (1.24)

i=i

其中，第1项是经验风险，第2项是正则化项，X20为调整两者之间关系的系数。

正则化项可以取不同的形式。例如，回归问题中，损失函数是平方损失，正则化项 

可以是参数向量的心范数：

1 N
=方 £(/(如") -％产 + 5Ml 

1V /
2=1

2

这里，IIMI表示参数向量仪的乙2范数。

正则化项也可以是参数向量的Li范数：

1 N
上⑻=W£(/(0；力)一例猿+ XIM1

i=i

(1.25)

(1.26)

这里，||切|1表示参数向量仅的Li范数。

第1项的经验风险较小的模型可能较复杂(有多个非零参数)，这时第2项的模 

型复杂度会较大。正则化的作用是选择经验风险与模型复杂度同时较小的模型。

正则化符合奥卡姆剃刀(Occam's razor)原理。奥卡姆剃刀原理应用于模型选择 

时变为以下想法：在所有可能选择的模型中，能够很好地解释已知数据并且十分简单 

才是最好的模型，也就是应该选择的模型。从贝叶斯估计的角度来看，正则化项对应 

于模型的先验概率。可以假设复杂的模型有较小的先验概率，简单的模型有较大的先 

验概率。
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1.5.2交叉验证

另一种常用的模型选择方法是交叉验证(cross validation) 0

如果给定的样本数据充足，进行模型选择的一种简单方法是随机地将数据集切 

分成三部分，分别为训练集(training set)、验证集(validation set)和测试集(test 

set) o训练集用来训练模型，验证集用于模型的选择，而测试集用于最终对学习方法 

的评估。在学习到的不同复杂度的模型中，选择对验证集有最小预测误差的模型。由 

于验证集有足够多的数据，用它对模型进行选择也是有效的。

但是，在许多实际应用中数据是不充足的。为了选择好的模型，可以采用交叉验 

证方法。交叉验证的基本想法是重复地使用数据；把给定的数据进行切分，将切分的 

数据集组合为训练集与测试集，在此基础上反复地进行训练、测试以及模型选择。

1 .简单交叉验证

简单交叉验证方法是：首先随机地将已给数据分为两部分，一部分作为训练集, 

另一部分作为测试集(例如，70%的数据为训练集，30%的数据为测试集)；然后用训 

练集在各种条件下(例如，不同的参数个数)训练模型，从而得到不同的模型；在测试 

集上评价各个模型的测试误差，选出测试误差最小的模型。

2 . S折交叉险证

应用最多的是S折交叉验证(S-fold cross validation),方法如下：首先随机地将 

已给数据切分为S个互不相交、大小相同的子集；然后利用S-1个子集的数据训练 

模型，利用余下的子集测试模型；将这一过程对可能的S种选择重复进行；最后选出 

S次评测中平均测试误差最小的模型。

3 .留一交叉验证

S折交叉验证的特殊情形是S = N,称为留一交叉验证(leave-one-out cross 

validation),往往在数据缺乏的情况下使用。这里，N是给定数据集的容量。

1.6泛化能力

1.6.1 泛化误差

学习方法的泛化能力(generalization ability)是指由该方法学习到的模型对未知 

数据的预测能力，是学习方法本质上重要的性质。现实中采用最多的办法是通过测试 

误差来评价学习方法的泛化能力。但这种评价是依赖于测试数据集的。因为测试数据 

集是有限的，很有可能由此得到的评价结果是不可靠的。统计学习理论试图从理论上 

对学习方法的泛化能力进行分析。



1.6泛化能力 25

首先给出泛化误差的定义。如果学到的模型是。那么用这个模型对未知数据预 

测的误差即为泛化误差(generalization error)：

&xp(/) = EpZ(Kf(X))]

=[L]y)f(x))P(冗)y)d£dy (1.27)

泛化误差反映了学习方法的泛化能力，如果一种方法学习的模型比另一种方法学 

习的模型具有更小的泛化误差，那么这种方法就更有效。事实上，泛化误差就是所学 

习到的模型的期望风险。

1.6.2 泛化误差上界

学习方法的泛化能力分析往往是通过研究泛化误差的概率上界进行的，简称为泛 

化误差上界(generalization error bound) 0具体来说，就是通过比较两种学习方法的 

泛化误差上界的大小来比较它们的优劣。泛化误差上界通常具有以下性质：它是样本 

容量的函数，当样本容量增加时，泛化上界趋于0;它是假设空间容量(capacity)的 

函数，假设空间容量越大，模型就越难学，泛化误差上界就越大。

下面给出一个简单的泛化误差上界的例子：二类分类问题的泛化误差上界。

考虑二类分类问题。已知训练数据集7={(d,勿)，32辿2)「一，(劣、明7)}，"是 

样本容量，T是从联合概率分布P(X, K)独立同分布产生的，X € Rn, F € {-1, +1)O 

假设空间是函数的有限集合下={/1,/2「-，力}，6是函数个数。设/是从尸中选取 

的函数。损失函数是0-1损失。关于/的期望风险和经验风险分别是

R(/) = E[L(Y,/(X))] (1.28)

1 n

凤/)=亓 £>(%，〃&)) (L29)
i=l

经验风险最小化函数是

/tv = arg min (1.30)
J匕/

fN依赖训练数据集的样本容量N。人们更关心的是/n的泛化能力

R(/n) = EZ(HJn(X))] (1.31)

F面讨论从有限集合下={/ij2「・,Jd}中任意选出的函数/的泛化误差上界。
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定理1.1 (泛化误差上界) 对二类分类问题，当假设空间是有限个函数的集合

…时，对任意一个函数/€下，至少以概率1 — 3 以下

不等式成立：

兄(/)(丘(/) + £(或 N4) (1.32)

其中,

£（d,N,B） = J短（logd + log|
（1.33）

不等式(1.32)左端R(f)是泛化误差，右端即为泛化误差上界。在泛化误差上界 

中，第1项是训练误差，训练误差越小，泛化误差也越小。第2项4d,N,G)是N的 

单调递减函数，当N趋于无穷时趋于0；同时它也是，曲阶的函数，假设空间尸 

包含的函数越多，其值越大。

证明 在证明中要用到Hoeffding不等式，先叙述如下。

设Xi,X2,・・・是独立随机变量，且X, e侬，切，i = 12…)N； X是 

_ 1 n
Xi*2、,「Xn的经验均值，即又=N£*2,则对任意£〉0,以下不等式成立：

2 = 1

( \

P[X - E(N)》( exp --------------------- (1.34)

l £ e -出产

\ 2=1 /

I \

_ _ 2N2 t2
P田(N) — N》< exp --------------------- (1.35)

l £ e -出产j 

' 2 = 1 )

Hoeffding不等式的证明省略了，这里用来推导泛化误差上界。

对任意函数/ G下，凤力是N个独立的随机变量L(Y,f(X))的样本均值，R(f) 

是随机变量£(K/(X))的期望值。如果损失函数取值于区间[0,1],即对所有 

i, [ai,bi] = [0,1],那么由Hoeffding不等式(1.35)不难得知，对£ > 0,以下不等 

式成立：

PW) ~ 凤/)》e) W exp(—2Nf2) (1.36)

由于尸=｛九,力,• • • Jd｝是一个有限集合，故
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P0f 6 F : R(f)-耿f)》£)=尸(IJ {R(/)-丘(/)》C) 

氏尸

w £ P(R⑴-凤/)》£)

< dexp(—2N£2)

或者等价的，对任意/ £下，有

P(R(f) ~ 凤/) < £)》1 — rfexp(-27Vs2)

令

8 = dexp(—2Ni)

(1.37)

(1.38)

则

P(R(f) < 凤/) + £)21 — R

即至少以概率1 — 5有R(f) ＜凤/) +/其中8由式(L38)得到，即为式(1.33)o ■ 

从泛化误差上界可知，

H(/n)(玄(/n)+e(&N/) (1.39)

其中，e(d,N/)由式(1.33)定义，力v由式(1.30)定义。

以上讨论的只是假设空间包含有限个函数情况下的泛化误差上界，对一般的假设 

空间要找到泛化误差界就没有这么简单，这里不作介绍。

1.7 生成模型与判别模型

监督学习的任务就是学习一个模型，应用这一模型，对给定的输入预测相应的输 

出。这个模型的一般形式为决策函数：

y =，x)

或者条件概率分布：

p(y|x)

监督学习方法又可以分为生成方法(generative approach)和判别方法(discrimina­

tive approach)。所学到的模型分别称为生成模型(generative model)和判别模 

型 (discriminative model)。
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生成方法由数据学习联合概率分布p（x,y）,然后求出条件概率分布p（y〔x）作 

为预测的模型，即生成模型：

pmx. _ P(xi) 
p(y|x) - P(X) (1.40)

这样的方法之所以称为生成方法，是因为模型表示了给定输入x产生输出y的生成 

关系。典型的生成模型有朴素贝叶斯法和隐马尔可夫模型，将在后面章节进行相关 

讲述。

判别方法由数据直接学习决策函数/（X）或者条件概率分布P[Y\X）作为预测的 

模型，即判别模型。判别方法关心的是对给定的输入X,应该预测什么样的输出Y。 

典型的判别模型包括：k近邻法、感知机、决策树、逻辑斯谛回归模型、最大嫡模型、 

支持向量机、提升方法和条件随机场等，将在后面章节讲述。

在监督学习中，生成方法和判别方法各有优缺点，适合于不同条件下的学习 

问题。

生成方法的特点：生成方法可以还原出联合概率分布p（x,y）,而判别方法则不 

能；生成方法的学习收敛速度更快，即当样本容量增加的时候，学到的模型可以更快 

地收敛于真实模型；当存在隐变量时，仍可以用生成方法学习，此时判别方法就不 

能用。

判别方法的特点：判别方法直接学习的是条件概率p（v|x）或决策函数〃x）, 

直接面对预测，往往学习的准确率更高；由于直接学习p（y|x）或〃x）,可以对数据 

进行各种程度上的抽象、定义特征并使用特征，因此可以简化学习问题。

1.8 监督学习应用

监督学习的应用主要在三个方面：分类问题、标注问题和回归问题。

1.8.1 分类问题

分类是监督学习的一个核心问题。在监督学习中，当输出变量y取有限个离散 

值时，预测问题便成为分类问题。这时，输入变量x可以是离散的，也可以是连续 

的。监督学习从数据中学习一个分类模型或分类决策函数，称为分类器（classifier）。 

分类器对新的输入进行输出的预测，称为分类（classification）。可能的输出称为类 

别（class） o分类的类别为多个时，称为多类分类问题。本书主要讨论二类分类问题。
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分类问题包括学习和分类两个过程。在学习过程中，根据已知的训练数据集利用 

有效的学习方法学习一个分类器；在分类过程中，利用学习的分类器对新的输入实例 

进行分类。分类问题可用图1.10描述。图中（的,阴）,侬242）,…，（£N,Z/N）是训练数 

据集，学习系统由训练数据学习一个分类器p（y|x）或y = /（x）；分类系统通过学 

到的分类器p（y|x）或y = "X）对于新的输入实例比n+i进行分类，即预测其输出 

的类标记VN2。

评价分类器性能的指标一般是分类准确率（accuracy）,其定义是：对于给定的测 

试数据集，分类器正确分类的样本数与总样本数之比。也就是损失函数是0-1损失时 

测试数据集上的准确率（见式（1.21））0

对于二类分类问题常用的评价指标是精确率（precision）与召回率（recall） 0通常 

以关注的类为正类，其他类为负类，分类器在测试数据集上的预测或正确或不正确，4 

种情况出现的总数分别记作：

TP——将正类预测为正类数；

FN—— 将正类预测为负类数；

FP—— 将负类预测为正类数；

TN——将负类预测为负类数。

精确率定义为

c TP
P =---------
TP + FP

召回率定义为
Tp

R = , ,
TP + FN

此外，还有丹值，是精确率和召回率的调和均值，即

2 1 1
—=—+ — 
Fi P R

(1.41)

(L42)

(1.43)



30 第1章 统计学习及监督学习概论

F =_____ 2Tp_____  （1 44）
1 2TP + FP + FN ' .）

精确率和召回率都高时，Fi值也会高。

许多统计学习方法可以用于分类，包括k近邻法、感知机、朴素贝叶斯法、决 

策树、决策列表、逻辑斯谛回归模型、支持向量机、提升方法、贝叶斯网络、神经网 

络、Winnow等。本书将讲述其中一些主要方法。

分类在于根据其特性将数据“分门别类”，所以在许多领域都有广泛的应用。例 

如，在银行业务中，可以构建一个客户分类模型，对客户按照贷款风险的大小进行分 

类；在网络安全领域，可以利用日志数据的分类对非法入侵进行检测；在图像处理中, 

分类可以用来检测图像中是否有人脸出现；在手写识别中，分类可以用于识别手写的 

数字；在互联网搜索中，网页的分类可以帮助网页的抓取、索引与排序。

举一个分类应用的例子 文本分类（text classification）o这里的文本可以是新 

闻报道、网页、电子邮件、学术论文等。类别往往是关于文本内容的，例如政治、经济、 

体育等；也有关于文本特点的，如正面意见、反面意见；还可以根据应用确定，如垃圾 

邮件、非垃圾邮件等。文本分类是根据文本的特征将其划分到已有的类中。输入是文 

本的特征向量，输出是文本的类别。通常把文本中的单词定义为特征，每个单词对应 

一个特征。单词的特征可以是二值的，如果单词在文本中出现则取值是1,否则是0; 

也可以是多值的，表示单词在文本中出现的频率。直观地，如果“股票”“银行”“货 

币”这些词出现很多，这个文本可能属于经济类；如果“网球”“比赛”“运动员”这些 

词频繁出现，这个文本可能属于体育类。

1.8.2 标注问题

标注（tagging）也是一个监督学习问题。可以认为标注问题是分类问题的一个推 

广，标注问题又是更复杂的结构预测（structure prediction）问题的简单形式。标注问 

题的输入是一个观测序列，输出是一个标记序列或状态序列。标注问题的目标在于学 

习一个模型，使它能够对观测序列给出标记序列作为预测。注意，可能的标记个数是 

有限的，但其组合所成的标记序列的个数是依序列长度呈指数级增长的。

标注问题分为学习和标注两个过程（如图1.11所示）。首先给定一个训练数据集

T = ｛（21,阴），02用2）,…，Qn,Un）｝

这里，& =（婷）,Q,…逆，））T, i = l,2,…,N,是输入观测序列;例=（严业2）,…, 

沙，）尸是相应的输出标记序列；乃是序列的长度，对不同样本可以有不同的值。学习 

系统基于训练数据集构建一个模型，表示为条件概率分布：
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尸(y(i),y(2),・..，yd)|x(i),X⑵,・・♦ /⑹)

这里，每一个X⑴（i = 取值为所有可能的观测，每一个Y⑶（2 = 

1,2「・•避）取值为所有可能的标记，一般九《N。标注系统按照学习得到的条件概率

分布模型，对新的输入观测序列找到相应的输出标记序列。具体地，对一个观测序列

^N+l =
"⑺\T 
^N+1J

找到使条件概率p（（成湍L •一席，严（成L，

湍…，点）1）T）最大的标记序列阴v+l =（湍L湍L）…―露尸。

评价标注模型的指标与评价分类模型的指标一样，常用的有标注准确率、精确率 

和召回率。其定义与分类模型相同。

标注常用的统计学习方法有：隐马尔可夫模型、条件随机场。

标注问题在信息抽取、自然语言处理等领域被广泛应用，是这些领域的基本问题。 

例如，自然语言处理中的词性标注（part of speech tagging）就是一个典型的标注问 

题：给定一个由单词组成的句子，对这个句子中的每一个单词进行词性标注，即对一 

个单词序列预测其对应的词性标记序列。

举一个信息抽取的例子。从英文文章中抽取基本名词短语（base noun phrase）o 

为此，要对文章进行标注。英文单词是一个观测，英文句子是一个观测序列，标记表示 

名词短语的“开始”、“结束”或“其他”（分别以B, E, 0表示），标记序列表示英文句 

子中基本名词短语的所在位置。信息抽取时，将标记“开始”到标记“结束”的单词作 

为名词短语。例如，给出以下的观测序列，即英文句子，标注系统产生相应的标记序 

列，即给出句子中的基本名词短语。

输入： At Microsoft Research, we have an insatiable curiosity and the desire to 

create new technology that will help define the computing experience.

输出：At/O Microsoft/B Research/E, we/O have/0 an/O insatiable/B curios­

ity/E and/O the/O desire/BE to/0 create/0 new/B technology/E that/O will/O 

help/O define/0 the/O computing/B experience/E.
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1.8.3 回归问题

回归（regression）是监督学习的另一个重要问题。回归用于预测输入变量（自变 

量）和输出变量（因变量）之间的关系，特别是当输入变量的值发生变化时，输出变量 

的值随之发生的变化。回归模型正是表示从输入变量到输出变量之间映射的函数。回 

归问题的学习等价于函数拟合：选择一条函数曲线使其很好地拟合已知数据且很好地 

预测未知数据（参照142节）。

回归问题分为学习和预测两个过程（如图1.12所示）。首先给定一个训练数据集：

T = {Qi,如），（窃，公），•一，Wn'Vn）}

这里，g G 是输入，y SK是对应的输出，，=1,2N。学习系统基于训练数 

据构建一个模型，即函数V = /（X）；对新的输入in+1，预测系统根据学习的模型 

y = 〃x）确定相应的输出UN+i。

回归问题按照输入变量的个数，分为一元回归和多元回归；按照输入变量和输出 

变量之间关系的类型即模型的类型，分为线性回归和非线性回归。

回归学习最常用的损失函数是平方损失函数，在此情况下，回归问题可以由著名 

的最小二乘法（least squares）求解。

许多领域的任务都可以形式化为回归问题，比如，回归可以用于商务领域，作为 

市场趋势预测、产品质量管理、客户满意度调查、投资风险分析的工具。作为例子，简 

单介绍股价预测问题。假设知道某一公司在过去不同时间点（比如，每天）的市场上 

的股票价格（比如，股票平均价格），以及在各个时间点之前可能影响该公司股价的信 

息（比如，该公司前一周的营业额、利润）。目标是从过去的数据学习一个模型，使它 

可以基于当前的信息预测该公司下一个时间点的股票价格。可以将这个问题作为回归 

问题解决。具体地，将影响股价的信息视为自变量（输入的特征），而将股价视为因变 

量（输出的值）。将过去的数据作为训练数据就可以学习一个回归模型，并对未来的股 
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价进行预测。可以看出这是一个困难的预测问题，因为影响股价的因素非常多，我们 

未必能判断到哪些信息（输入的特征）有用并能得到这些信息。

本章概要

1 .统计学习或机器学习是关于计算机基于数据构建概率统计模型并运用模型对 

数据进行分析与预测的一门学科。统计学习包括监督学习、无监督学习和强化学习。

2 .统计学习方法三要素——模型、策略、算法，对理解统计学习方法起到提纲挈 

领的作用。

3 .本书第1篇主要讨论监督学习，监督学习可以概括如下：从给定有限的训练数 

据出发，假设数据是独立同分布的，而且假设模型属于某个假设空间，应用某一评价 

准则，从假设空间中选取一个最优的模型，使它对已给训练数据及未知测试数据在给 

定评价标准意义下有最准确的预测。

4 .统计学习中，进行模型选择或者说提高学习的泛化能力是一个重要问题。如果 

只考虑减少训练误差，就可能产生过拟合现象。模型选择的方法有正则化与交叉验证。 

学习方法泛化能力的分析是统计学习理论研究的重要课题。

5 .分类问题、标注问题和回归问题都是监督学习的重要问题。本书第1篇介绍的 

统计学习方法包括感知机、k近邻法、朴素贝叶斯法、决策树、逻辑斯谛回归与最大燧 

模型、支持向量机、提升方法、EM算法、隐马尔可夫模型和条件随机场。这些方法是 

主要的分类、标注以及回归方法。它们又可以归类为生成方法与判别方法。

继续阅读

关于统计学习或机器学习方法一般介绍的书籍可以参阅文献[1-8]

习 题

1.1 说明伯努利模型的极大似然估计以及贝叶斯估计中的统计学习方法三要素。 

伯努利模型是定义在取值为0与1的随机变量上的概率分布。假设观测到伯努利模型 

n次独立的数据生成结果，其中k次的结果为1,这时可以用极大似然估计或贝叶斯 

估计来估计结果为1的概率。

1.2 通过经验风险最小化推导极大似然估计。证明模型是条件概率分布，当损失 

函数是对数损失函数时，经验风险最小化等价于极大似然估计。



34 第1章统计学习及监督学习概论

参考文献

[1] Hastie T, Tibshirani R, Friedman J. The elements of statistical learning: data mining, 
inference, and prediction. Springer. 2001.（中译本：统计学习基础---- 数据挖掘、推理

与预测.范明，柴玉梅，咎红英等译.北京：电子工业出版社，2004.）
[2] Bishop M. Pattern recognition and machine learning. Springer, 2006.
[3] Daphne Koller, Nir Friedman. Probabilistic graphical models: principles and tech­

niques. MIT Press, 2009.
[4] Ian Goodfellow, Yoshua Bengio, Aaron Courville, et al. Deep learning. MIT Press, 

2016.
[5] Tom M. Michelle. Machine learning. McGraw-Hill Companies, Inc. 1997.（中译本：机 

器学习.北京：机械工业出版社，2003.）
[6] David Barber. Bayesian reasoning and machine learning. Cambridge University Press, 

2012.
[7] Richard S Sutton, Andrew G Barto. Reinforcement learning: an introduction. MIT 

Press, 1998.
[8]周志华.机器学习.北京：清华大学出版社，2017.



第2章感知机

感知机(perceptron)是二类分类的线性分类模型，其输入为实例的特征向量，输 

出为实例的类别，取+1和-1二值。感知机对应于输入空间(特征空间)中将实例划 

分为正负两类的分离超平面，属于判别模型。感知机学习旨在求出将训练数据进行线 

性划分的分离超平面，为此，导入基于误分类的损失函数，利用梯度下降法对损失函 

数进行极小化，求得感知机模型。感知机学习算法具有简单而易于实现的优点，分为 

原始形式和对偶形式。感知机预测是用学习得到的感知机模型对新的输入实例进行分 

类。感知机1957年由Rosenblatt提出，是神经网络与支持向量机的基础。

本章首先介绍感知机模型；然后叙述感知机的学习策略，特别是损失函数；最后 

介绍感知机学习算法，包括原始形式和对偶形式，并证明算法的收敛性。

2.1感知机模型

定义2.1 (感知机) 假设输入空间(特征空间)是K U R7输出空间是 

y = {+1)-1}。输入/ £才表示实例的特征向量，对应于输入空间(特征空间)的点; 

输出geV表示实例的类别。由输入空间到输出空间的如下函数：

f (劣)=sign(w • 1 + b) (2.1)

称为感知机。其中，w和b为感知机模型参数，w 6 Rn叫作权值(weight)或权值向 

量(weight vector ), b e R叫作偏置(bias ), w • x表示w和i的内积。sign是符号 

函数,即

{
+1,120

(2.2)
-1, x < 0

感知机是一种线性分类模型，属于判别模型。感知机模型的假设空间是定义在 

特征空间中的所有线性分类模型(linear classification model)或线性分类器(linear 

classifier)，即函数集合{/|/(rr) = w • x + b}o
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感知机有如下几何解释：线性方程

w • x + b = 0 (2.3)

对应于特征空间R"中的一个超平面S,其中w是超平面的法向量，b是超平面的截 

距。这个超平面将特征空间划分为两个部分。位于两部分的点（特征向量）分别被分为 

正、负两类。因此，超平面S称为分离超平面（separating hyperplane），如图2.1所示。

感知机学习，由训练数据集（实例的特征向量及类别）

其中，g e * = R九，y. e，= {+1厂1}, i = 12…，N,求得感知机模型（2.1）,即 

求得模型参数叫上感知机预测，通过学习得到的感知机模型，对于新的输入实例给 

出其对应的输出类别。

2.2感知机学习策略

2.2.1 数据集的线性可分性

定义2.2 （数据集的线性可分性） 给定一个数据集

T = {（©，加），（22,外）「一，3n,Z/n）}

其中，ge* = R3%€，= { + 1,—1}, 1 = 1,2,…，N,如果存在某个超平面S

w • x + b = Q



2.2感知机学习策略 37

能够将数据集的正实例点和负实例点完全正确地划分到超平面的两侧，即对所有 

yi = +1的实例*有？r • g + b > 0,对所有%=—1的实例*有侦• g + b < 0,则 

称数据集T为线性可分数据集(linearly separable data set);否则,称数据集T线性 

不可分。

2.2.2 感知机学习策略

假设训练数据集是线性可分的，感知机学习的目标是求得一个能够将训练集正实 

例点和负实例点完全正确分开的分离超平面。为了找出这样的超平面，即确定感知 

机模型参数叫b,需要确定一个学习策略，即定义(经验)损失函数并将损失函数极 

小化。

损失函数的一个自然选择是误分类点的总数。但是，这样的损失函数不是参数叱 

b的连续可导函数，不易优化。损失函数的另一个选择是误分类点到超平面S的总距 

离,这是感知机所采用的。为此，首先写出输入空间Rn中任一点比到超平面S的 

距离：

n_rW •窃 + M
11^11

这里，||切|是"的心范数。

其次，对于误分类的数据(0,%)来说,

一%3 • g + b) > 0

成立。因为当的• g + b > 0时，%=-1；而当5g + b<0时，％ = +1。因此，误 

分类点后到超平面S的距离是

加…+ 6)

这样，假设超平面S的误分类点集合为M,那么所有误分类点到超平面S的总 

距离为

一向£+

11 11 Xi^M

不考虑占，就得到感知机学习的损失函数①。

11^11

①第7章中会介绍y(wx + 6)称为样本点的函数间隔。
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给定训练数据集

T = {01,91),(政,?/2)),-,312/77)}

其中，Xi e X = Rn, yi e y = {+1)—1}, i = 12 …1N。感知机 sign(w • x + b)学 

习的损失函数定义为

L[w, b) = - £ y,(w • & + b) (2.4)
XiEM

其中M为误分类点的集合。这个损失函数就是感知机学习的经验风险函数。

显然，损失函数4犯6)是非负的。如果没有误分类点，损失函数值是0。而且, 

误分类点越少，误分类点离超平面越近，损失函数值就越小。一个特定的样本点的损 

失函数：在误分类时是参数叫b的线性函数，在正确分类时是0。因此，给定训练数据 

集T,损失函数L(w, b)是w,b的连续可导函数。

感知机学习的策略是在假设空间中选取使损失函数式(2.4)最小的模型参数 

w, b,即感知机模型。

2.3感知机学习算法

感知机学习问题转化为求解损失函数式(2.4)的最优化问题，最优化的方法是随 

机梯度下降法。本节叙述感知机学习的具体算法，包括原始形式和对偶形式，并证明 

在训练数据线性可分条件下感知机学习算法的收敛性。

2.3.1 感知机学习算法的原始形式

感知机学习算法是对以下最优化问题的算法。给定一个训练数据集

T = {(力 1,夕1),(力2,。2),…

其中，0€* =印\ %€' = { —1,1}，彳= 1,2,…，N,求参数叫b,使其为以下损 

失函数极小化问题的解

min L(w)b) = — / y〃(w • g + b) (2.5)
w,b

XiEM

其中“为误分类点的集合。

感知机学习算法是误分类驱动的，具体采用随机梯度下降法(stochastic gradient 
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descent) o首先,任意选取一个超平面皿)，如，然后用梯度下降法不断地极小化目标 

函数(2.5)0极小化过程中不是一次使M中所有误分类点的梯度下降，而是一次随机 

选取一个误分类点使其梯度下降。

假设误分类点集合”是固定的，那么损失函数〃叱6)的梯度由

VwL(w,&) = - £ y酒i

VbL(w,6) = 一 £ % 

Xi^M

给出。

随机选取一个误分类点(3,%)，对叱b进行更新：

w <— w + TjyiXi (2.6)

b — b + rjVi (2.7)

式中〃(0 < 〃 W 1)是步长，在统计学习中又称为学习率(learning rate) o这样，通过 

迭代可以期待损失函数上(幼b)不断减小，直到为0。综上所述，得到如下算法：

算法2.1 (感知机学习算法的原始形式)

输入：训练数据集 T = {(%%), (% "2),…" N'Vn)}，其中 XiE X = Rn, yi e 
y = {-1,+1}, / = 1,2,. —)N；学习率q(0<q< 1)；

输出：w,b；感知机模型f⑺=sign(w • n + b)。

(1)选取初值仅o,M；

(2)在训练集中选取数据(g,佻);

(3)如果 yi(w • g + b) < 0,

w w + rjyiXi

b 一 b + 悖

(4)转至(2),直至训练集中没有误分类点。 ■

这种学习算法直观上有如下解释：当一个实例点被误分类，即位于分离超平面的 

错误一侧时，则调整叱b的值，使分离超平面向该误分类点的一侧移动，以减少该误 

分类点与超平面间的距离，直至超平面越过该误分类点使其被正确分类。

算法2.1是感知机学习的基本算法，对应于后面的对偶形式，称为原始形式。感 

知机学习算法简单且易于实现。
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例2.1如图2.2所示的训练数据集,其正实例点是叫=⑶3产，数=(4,3)t, 

负实例点是室=(1,1产，试用感知机学习算法的原始形式求感知机模型= 

sign(w • x + 6) o这里,w =(仅⑴，仅⑵)T, x —(名⑴⑵)T。

解构建最优化问题:

mi二in L(w, b) = - T y/w •①i + b) 
w,b

XiEM

按照算法2.1求解W,bo T) = lo

Cl)取初值wq = 0,%=0

(2)对 = (3,3)T, ?/i(wo • Xi + bo) = 0,未能被正确分类，更新 w, b

wi = w0 + yi/i = (3, 3)t, 6i = &o + ?/i = 1

得到线性模型

wi • x + bi = 3®⑴ + 3]⑵ + 1

⑶ 对 卬政，显然，%(必• g + 61) > 0,被正确分类，不修改w, b； 

对g = (1,1)T, •23 + 2 < 0,被误分类,更新w, bo

W2=Wi+ 93①3 =⑵ 2)T,与=仇 +。3 = 0

得到线性模型

W2 9 x + b2 = 2]⑴ + 2/(2)
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如此继续下去，直到

5 = (1)1)\ 匕7 = -3

W7 9 x + br = /⑴ + ①⑵—3

对所有数据点yi（w7 . + 67） > 0,没有误分类点，损失函数达到极小。

分离超平面为：N⑴+ I⑵—3 = 0

感知机模型为:f⑸=sign（力（1）+ z⑵- 3）

迭代过程见表2.1。

表2.1 例2.1求解的迭代过程

迭代次数 误分类点 W b w • x + b

0 0 0 0

1 N1 (3,3)T 1 3x(1) + 3 力⑶ + 1

2 立3 ⑵2产 0 2/⑴ + 22(2)

3 g (1，1)T —1 2⑴+ N⑵- 1

4 的 (o,o)T -2 -2

5 (3,3产 -1 3/⑴+ 3/⑵-1

6 宓3 (2,2尸 -2 2/⑴ + 2x(2) - 2

7 力3 (1J)T -3 宓⑴+工⑵-3

8 0 (UY -3 /⑴+ N⑵-3

这是在计算中误分类点先后取的两的逆3Ml的的 得到的分离超平面和感知机 

模型。如果在计算中误分类点依次取劣3m3H3皿2/3,比3,劣3皿1皿3/3，那么得到的分 

离超平面是2c（i）+2⑵一 5 = 0。

可见，感知机学习算法由于采用不同的初值或选取不同的误分类点，解可以 

不同。

2.3.2算法的收敛性

现在证明，对于线性可分数据集感知机学习算法原始形式收敛，即经过有限次迭 

代可以得到一个将训练数据集完全正确划分的分离超平面及感知机模型。

为了便于叙述与推导，将偏置b并入权重向量电记作力=（ST,b）T,同样也将 

输入向量加以扩充，加进常数L记作金=（产,1产。这样，金eR"+i, weRn+1o显 

然，w • x = w • x -\-bQ
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定理2.1 (Novikoff) 设训练数据集T = {(丁1例),(22,公),…，(cn,9n)}是线 

性可分的，其中 = % £，= { - 1,+1b i = L21...)N,贝 I
(1)存在满足条件II叽ptII = 1的超平面Wopt •金=Wopt • N + 6opt = 0将训练数 

据集完全正确分开；且存在7>0,对所有4 = 12 …)N

%(前opt •a)=%("opt • 0 + bopt)27 (2.8)

(2)令〃=max牍则感知机算法2.1在训练数据集上的误分类次数k满足 
l《i《N

不等式 /R、2
k W (-) (2.9)

证明(1)由于训练数据集是线性可分的，按照定义2.2,存在超平面可将训练数 

据集完全正确分开，取此超平面为WOpt •金=Wopt •①+ &opt = 0，使|| Wopt || = 1。由 

于对有限的，=均有

Ui (前opt •企，)=%(仅opt • 0 + bopt) >。

所以存在

7 = min{^(wOpt • g + bopt)}
2

使

%(@opt •企，)=筑("opt • g + b°pt)27

(2)感知机算法从口° = 0开始，如果实例被误分类，则更新权重。令或一是第 

k个误分类实例之前的扩充权重向量，即

Wk-1 = (wJ_D6fe-i)T

则第k个误分类实例的条件是

%(励c—I • Xi) = yi(Wk—i • Xi + 6fc-i) w o (2.10)

若(如加)是被或一1 = 以一1尸误分类的数据，则W和b的更新是

Wk 一以 _1 + T]yiXi

bk — bk—i + rjyi

即

wfe = wfc-i + 皿遥 i (2.ii)

下面推导两个不等式(2.12)及(2.13)：

Wk • Wopt》km (2.12)
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由式(2.11)及式(2.8)得

访k •巾opt =④k-1 *日opt + "仍.opt *嬴 

》w/c-1 • wopt + m

由此递推即得不等式(2.12)

• wopt》Wfc-i • wopt + 》Wfc-2 • wopt + 27n》• ♦ ♦》krjq

\\wk\\2 ^krj2R2 (2.13)

由式(2.11)及式(2.10)得

I班『=||或_i/+ 2悻耽_i •必+ * ||训2

W ||wfc-i||2 + ?72 ||^||2

W ||wfc-i||2 +

W ||wfc-2||2 + 2772A2(…

W krfB?

结合不等式(2.12)及式(2.13)即得

krn < wfe • wopt W ||wfc|| ||wopt|| W VkrjR 

k2^2 W kR2

于是

定理表明，误分类的次数k是有上界的，经过有限次搜索可以找到将训练数据完 

全正确分开的分离超平面。也就是说，当训练数据集线性可分时，感知机学习算法原 

始形式迭代是收敛的。但是例2.1说明，感知机学习算法存在许多解，这些解既依赖 

于初值的选择，也依赖于迭代过程中误分类点的选择顺序。为了得到唯一的超平面, 

需要对分离超平面增加约束条件。这就是第7章将要讲述的线性支持向量机的想法。 

当训练集线性不可分时，感知机学习算法不收敛，迭代结果会发生震荡。

2.3.3感知机学习算法的对偶形式

现在考虑感知机学习算法的对偶形式。感知机学习算法的原始形式和对偶形式与 

第7章中支持向量机学习算法的原始形式和对偶形式相对应。
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对偶形式的基本想法是，将"和b表示为实例g和标记yi的线性组合的形式, 

通过求解其系数而求得加和bo不失一般性，在算法2.1中可假设初始值幼）,如均为 

Oo对误分类点（g,幼）通过

w w + rjyiXi

b — b + 忤

逐步修改w, b,设修改n次，则w, b关于（g,%）的增量分别是a利也匕和仇仍，这里 

& =电〃这样，从学习过程不难看出，最后学习到的叱b可以分别表示为

W =

N
〉:diVi岔i 

i=l

(2.14)

N

b = 诙 （2.15）
0=1

这里，a,20,-，N,当〃 =1时，表示第，个实例点由于误分而进行更新的 

次数。实例点更新次数越多，意味着它距离分离超平面越近，也就越难正确分类。换 

句话说，这样的实例对学习结果影响最大。

下面对照原始形式来叙述感知机学习算法的对偶形式。

算法2.2 （感知机学习算法的对偶形式）

输入：线性可分的数据集丁={（冗1,见）,（22,公）,…,（nn,9n）}，其中gwR统%e 
{-1,+1},，= 1,2）•・♦ ）N；学习率 〃（0 < 〃 W 1）;

输出：a,b；感知机模型/⑺=sign （工a汹叼•2+ '，其中a = 

（因,♦ ♦ ♦ , QN）T。

（1） a - 0, b — 0；

（2）在训练集中选取数据（羯%）；

（3）如果 yi叼・比£ + b） W 0,

❷ 一+ 〃 

b — b + 忤

（4）转至（2）直到没有误分类数据。 ■

对偶形式中训练实例仅以内积的形式出现。为了方便，可以预先将训练集中实 
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例间的内积计算出来并以矩阵的形式存储，这个矩阵就是所谓的Gram矩阵(Gram 

matrix)

G =⑶•叼］NxN

例2.2数据同例2.1,正样本点是为=(3,3尸，政=(4,3产，负样本点是 

g = (1,1产，试用感知机学习算法对偶形式求感知机模型。

解按照算法2.2,

(1)取 8 = 0, 2 = 1,2,3, b = 0, q = l；

(2)计算Gram矩阵
18 21 6

G= 21 25 7

6 7 2

(3)误分条件

% I £%%叼• 0 + b (。

参数更新

& — + 1,b — b + %

(4)迭代。过程从略，结果列于表22

(5)
w = 2的 + 0x2 — 5g = (1)1)T

b — —3

分离超平面

力⑴+①⑵- 3 = 0

感知机模型

/(1) = sign(i ⑴ + 1 ⑵—3) ■

表2.2 例2.2求解的迭代过程

k 0 1 2 3 4 5 6 7
X1 力3 力3 63

因 0 1 1 1 1 2 2 2
S 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 2 3 3 4 5
b 0 1 0 —1 -2 -1 -2 -3

对照例2.1,结果一致，迭代步骤也是互相对应的。

与原始形式一样，感知机学习算法的对偶形式迭代是收敛的，存在多个解。
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本章概要

1 .感知机是根据输入实例的特征向量1对其进行二类分类的线性分类模型:

f ⑸=sign(w • 1 + b)

感知机模型对应于输入空间(特征空间)中的分离超平面w.x + b = O.

2 .感知机学习的策略是极小化损失函数：

mi二in£(叱 6) = - 57 yi(w • g + b) 
W,fe z一d

Xi^M

损失函数对应于误分类点到分离超平面的总距离。

3 .感知机学习算法是基于随机梯度下降法的对损失函数的最优化算法，有原始形 

式和对偶形式。算法简单且易于实现。原始形式中，首先任意选取一个超平面，然后 

用梯度下降法不断极小化目标函数。在这个过程中一次随机选取一个误分类点使其梯 

度下降。

4 .当训练数据集线性可分时，感知机学习算法是收敛的。感知机算法在训练数据 

集上的误分类次数k满足不等式：

当训练数据集线性可分时，感知机学习算法存在无穷多个解，其解由于不同的初 

值或不同的迭代顺序而可能有所不同。

继续阅读

感知机最早在1957年由Rosenblatt提出⑴。Novikoff⑶，Minsky与Papert^等 

人对感知机进行了一系列理论研究。感知机的扩展学习方法包括口袋算法(pocket 
algorithm)⑷、表决感知机(voted perceptron)⑸、带边缘感知机(perceptron with 

margin)⑹。关于感知机的介绍可进一步参考文献［7, 8］。

习 题

2.1 Minsky与Papert指出：感知机因为是线性模型，所以不能表示复杂的函 

数,如异或(XOR)。验证感知机为什么不能表示异或。



参考文献 47

2.2 模仿例题2.1,构建从训练数据集求解感知机模型的例子。

2.3 证明以下定理：样本集线性可分的充分必要条件是正实例点集所构成的凸 

壳①与负实例点集所构成的凸壳互不相交。

参考文献

[1] Rosenblatt F. The Perceptron: a probabilistic model for information storage and orga­
nization in the Brain. Cornell Aeronautical Laboratory. Psychological Review, 1958, 
65 (6): 386-408.

[2] Novikoff A B. On convergence proofs on perceptrons. Symposium on the Mathematical 
Theory of Automata, Polytechnic Institute of Brooklyn, 1962, 12, 615-622.

[3] Minsky M L, Papert S A. Perceptrons. Cambridge, MA: MIT Press. 1969.
[4] Gallant SL Perceptron-based learning algorithms. IEEE Transactions on Neural Net­

works, 1990, 1(2): 179-191.
[5] Freund Y, Schapire R E. Large margin classification using the perceptron algorithm. 

In: Proceedings of the 11th Annual Conference on Computational Learning Theory 
(COLT' 98). ACM Press, 1998.

[6] Li Y Y, Zaragoza H, Herbrich R, et al. The Perceptron algorithm with uneven margins. 
In: Proceedings of the 19th International Conference on Machine Learning. 2002, 379- 
386.

[7] Widrow B, Lehr M A. 30 years of adaptive neural networks: perceptron, madaline, and 
backpropagation. Proc. IEEE^ 1990, 78(9): 1415-1442.

[8] Cristianini N, Shawe-Taylor J. An introduction to support vector machines and other 
kernel-based learning methods. Cambridge University Press, 2000.

①设集合S C Rn是由Rn中的k个点所组成的集合，即S = ｛叫避2,-•，叫J.定义S的凸壳

conv(S)为
( 卜

conv(S) = < x = £ XiXi
I i=l

k
£ Xi = 1, %20, i = 1, 2, • • • , fc 
i=l





第3章k近邻法

k近邻法（k-nearest neighbor, k-NN）是一种基本分类与回归方法。本书只讨论 

分类问题中的k近邻法。k近邻法的输入为实例的特征向量，对应于特征空间的点; 

输出为实例的类别，可以取多类。k近邻法假设给定一个训练数据集，其中的实例类 

别已定。分类时，对新的实例，根据其k个最近邻的训练实例的类别，通过多数表决 

等方式进行预测。因此，k近邻法不具有显式的学习过程。k近邻法实际上利用训练数 

据集对特征向量空间进行划分，并作为其分类的“模型”。k值的选择、距离度量及分 

类决策规则是k近邻法的三个基本要素。k近邻法1968年由Cover和Hart提出。

本章首先叙述k近邻算法，然后讨论k近邻法的模型及三个基本要素，最后讲述 

k近邻法的一个实现方法——kd树，介绍构造kd树和搜索kd树的算法。

3.1 k近邻算法

k近邻算法简单、直观：给定一个训练数据集，对新的输入实例，在训练数据集中 

找到与该实例最邻近的k个实例，这k个实例的多数属于某个类，就把该输入实例分 

为这个类。下面先叙述k近邻算法，然后再讨论其细节。

算法3.1 （fc近邻法）

输入：训练数据集

T = ｛（劣 1,阴），（42,沙2）, • •・，Qn, 9N）｝

其中，g € * u R"为实例的特征向量，Vi ey = ｛C1,C2,•…，ck｝为实例的类 

别,£ = 1,2,…，N；实例特征向量乃

输出：实例/所属的类

（1）根据给定的距离度量，在训练集T中找出与x最邻近的k个点，涵盖这k个 

点的力的邻域记作可晨宏）；

（2）在N*x）中根据分类决策规则（如多数表决）决定2的类别y：
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y = arg max > /(% =与))
Cj

8i£Nk(x)

，=12…，n；，= 12…，K (3.1)

式（3.1）中，/为指示函数，即当Vi =与时/为L否则/为0。 ■

k近邻法的特殊情况是k = 1的情形，称为最近邻算法。对于输入的实例点（特征 

向量）/，最近邻法将训练数据集中与/最邻近点的类作为7的类。

k近邻法没有显式的学习过程。

3.2 k近邻模型

k近邻法使用的模型实际上对应于对特征空间的划分。模型由三个基本要素 

距离度量、k值的选择和分类决策规则决定。

3.2.1 模型

k近邻法中，当训练集、距离度量（如欧氏距离）、k值及分类决策规则（如多数表 

决）确定后，对于任何一个新的输入实例，它所属的类唯一地确定。这相当于根据上 

述要素将特征空间划分为一些子空间，确定子空间里的每个点所属的类。这一事实从 

最近邻算法中可以看得很清楚。

特征空间中，对每个训练实例点距离该点比其他点更近的所有点组成一个区 

域，叫作单元（cell）。每个训练实例点拥有一个单元，所有训练实例点的单元构成对特 

征空间的一个划分。最近邻法将实例Q的类比作为其单元中所有点的类标记（class 

label） o这样，每个单元的实例点的类别是确定的。图3.1是二维特征空间划分的一个 

例子。

3.2.2 距离度量

特征空间中两个实例点的距离是两个实例点相似程度的反映。k近邻模型的特征 

空间一般是九维实数向量空间R%使用的距离是欧氏距离，但也可以是其他距离，如 

更——般的 Lp 星巨离（Z/p distance）或 Minkowski 星巨离（Minkowski distance）。

设特征空间才是九维实数向量空间R", 如叼€ g =（渥）,靖）,...修，）尸, 

Xj =（婷）"2）,n））T, 如叼的Lp距离定义为

Lp8,叼)=优贷)-婷) 
%=1

(3.2)

1



3.2 k近邻模型 51

图3.1 k近邻法的模型对应特征空间的一个划分

这里p21。当p = 2时，称为欧氏距离（Euclidean distance）,即

1

Z/2 (& )叼)=I ^3 
\i=i

(3.3)

当p = 1时，称为曼哈顿距离（Manhattan distance）,即

n
Li（岔 e,x力=£成-* 

i=i

当p = oo时，它是各个坐标距离的最大值，即

(3.4)

乙8（0,叼）=max 册）-xy\ (3.5)

图3.2给出了二维空间中p取不同值时，与原点的Lp距离为1 QLp = 1）的点的 

图形。

1 p = 8

图3.2 Lp距离间的关系
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下面的例子说明，由不同的距离度量所确定的最近邻点是不同的。

例3.1已知二维空间的3个点的=(1,1)T,冗2 = (5,1)T,的=(4,4产，试求在 

p取不同值时，Lp距离下xr的最近邻点。

解 因为3和3只有第一维的值不同，所以P为任何值时，LpQl,22)= 4。而

£i(g,g) = 6,E2(第1,/3)= 4.24, 卬%方)=3.78,乙4(%力3)= 3.57

于是得到：P等于1或2时，为2是的的最近邻点；P大于等于3时，方是为的最近 

邻点。 ■

3.2.3 k值的选择

k值的选择会对k近邻法的结果产生重大影响。

如果选择较小的k值，就相当于用较小的邻域中的训练实例进行预测，“学习”的 

近似误差(approximation error)会减小，只有与输入实例较近的(相似的)训练实例 

才会对预测结果起作用。但缺点是“学习"的估计误差(estimation error)会增大，预 

测结果会对近邻的实例点非常敏感⑵。如果邻近的实例点恰巧是噪声，预测就会出 

错。换句话说，k值的减小就意味着整体模型变得复杂，容易发生过拟合。

如果选择较大的k值，就相当于用较大邻域中的训练实例进行预测。其优点是 

可以减少学习的估计误差，但缺点是学习的近似误差会增大。这时与输入实例较远 

的(不相似的)训练实例也会对预测起作用，使预测发生错误。k值的增大就意味着整 

体的模型变得简单。

如果k = N,那么无论输入实例是什么，都将简单地预测它属于在训练实例中最 

多的类。这时，模型过于简单，完全忽略训练实例中的大量有用信息，是不可取的。

在应用中，k值一般取一个比较小的数值。通常采用交叉验证法来选取最优的k值。

3.2.4 分类决策规则

k近邻法中的分类决策规则往往是多数表决，即由输入实例的k个邻近的训练实 

例中的多数类决定输入实例的类。

多数表决规则(majority voting rule)有如下解释：如果分类的损失函数为0-1损 

失函数，分类函数为

f ' R" — {Cl, C2,…，Ck}

那么误分类的概率是
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p(y * /(X))= 1 - p(y = /(%))

对给定的实例力€ 其最近邻的k个训练实例点构成集合%3。如果涵盖小⑺

的区域的类别是与，那么误分类率是

"£"亚我与)=1-，£ /(阴=3)

HiWNjx) XiENk(x)

要使误分类率最小即经验风险最小，就要使 £ /(% = 9)最大，所以多数表决规 

e (n)
则等价于经验风险最小化。 ’

3.3 k近邻法的实现：kd树

实现k近邻法时，主要考虑的问题是如何对训练数据进行快速k近邻搜索。这点 

在特征空间的维数大及训练数据容量大时尤其必要。

k近邻法最简单的实现方法是线性扫描(linear scan) o这时要计算输入实例与每 

一个训练实例的距离。当训练集很大时，计算非常耗时，这种方法是不可行的。

为了提高k近邻搜索的效率，可以考虑使用特殊的结构存储训练数据，以减少计 

算距离的次数。具体方法很多，下面介绍其中的kd树(kdtree)方法①。

3.3 .1 构造kd权寸

kd树是一种对k维空间中的实例点进行存储以便对其进行快速检索的树形数据 

结构。kd树是二叉树，表示对k维空间的一个划分(partition)。构造kd树相当于不 

断地用垂直于坐标轴的超平面将k维空间切分，构成一系列的k维超矩形区域。kd 

树的每个结点对应于一个k维超矩形区域。

构造Rd树的方法如下：构造根结点，使根结点对应于k维空间中包含所有实例 

点的超矩形区域；通过下面的递归方法，不断地对k维空间进行切分，生成子结点。 

在超矩形区域(结点)上选择一个坐标轴和在此坐标轴上的一个切分点，确定一个超 

平面，这个超平面通过选定的切分点并垂直于选定的坐标轴，将当前超矩形区域切分 

为左右两个子区域(子结点)；这时，实例被分到两个子区域。这个过程直到子区域 

内没有实例时终止(终止时的结点为叶结点)。在此过程中，将实例保存在相应的结 

点上。

①kd树是存储k维空间数据的树结构，这里的k与k近邻法的k意义不同，为了与习惯一致，本 

书仍用kd树的名称。



54 第3章k近邻法

通常，依次选择坐标轴对空间切分，选择训练实例点在选定坐标轴上的中位 

数（median）①为切分点，这样得到的kd树是平衡的。注意，平衡的kd树搜索时的 

效率未必是最优的。

下面给出构造kd树的算法。

算法3.2 （构造平衡kd树）

输入：k维空间数据集T = {21,22,…，/n}，其中g =（短）也!支…/，）T，
i = 1,2,.•• ,N；

输出：kd树。

（1）开始：构造根结点，根结点对应于包含T的k维空间的超矩形区域。

选择优（1）为坐标轴，以T中所有实例的力（1）坐标的中位数为切分点，将根结点 

对应的超矩形区域切分为两个子区域。切分由通过切分点并与坐标轴，⑴垂直的超平 

面实现。

由根结点生成深度为1的左、右子结点：左子结点对应坐标/1）小于切分点的子 

区域，右子结点对应于坐标力⑴大于切分点的子区域。

将落在切分超平面上的实例点保存在根结点。

（2）重复：对深度为j的结点，选择力⑷为切分的坐标轴，I = "（mod k） + 1,以 

该结点的区域中所有实例的，④坐标的中位数为切分点，将该结点对应的超矩形区域 

切分为两个子区域。切分由通过切分点并与坐标轴比⑷垂直的超平面实现。

由该结点生成深度为/ + 1的左、右子结点：左子结点对应坐标算⑷小于切分点 

的子区域，右子结点对应坐标立⑷大于切分点的子区域。

将落在切分超平面上的实例点保存在该结点。

（3）直到两个子区域没有实例存在时停止。从而形成kd树的区域划分. ■

例3.2给定一个二维空间的数据集：

T = {(2,3产,(5, 4)t, (9, 6)t,(4, 7)t, (8,1)T, (7,2)T}

构造一个平衡kd树②。

解 根结点对应包含数据集T的矩形，选择/1）轴，6个数据点的比⑴坐标的中 

位数是7③，以平面/1）= 7将空间分为左、右两个子矩形（子结点）；接着，左矩形 

以/⑵=4分为两个子矩形，右矩形以疯④=6分为两个子矩形，如此递归，最后得 

到如图3.3所示的特征空间划分和如图3.4所示的kd树。 ■

①一组数据按大小顺序排列起来，处在中间位置的一个数或最中间两个数的平均值。

②取自 Wikipediao
③疝1）= 6是中位数，但力⑴=6上没有数据点，故选n（D = 7。
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图3.3 特征空间划分

3.3 .2搜索kd树

下面介绍如何利用kd树进行k近邻搜索。可以看到，利用kd树可以省去对大部 

分数据点的搜索，从而减少搜索的计算量。这里以最近邻为例加以叙述，同样的方法 

可以应用到k近邻。

给定一个目标点，搜索其最近邻。首先找到包含目标点的叶结点；然后从该叶结 

点出发，依次回退到父结点；不断查找与目标点最邻近的结点，当确定不可能存在更 

近的结点时终止。这样搜索就被限制在空间的局部区域上，效率大为提高。

包含目标点的叶结点对应包含目标点的最小超矩形区域。以此叶结点的实例点作 

为当前最近点。目标点的最近邻一定在以目标点为中心并通过当前最近点的超球体的 

内部（参阅图3.5）0然后返回当前结点的父结点，如果父结点的另一子结点的超矩形 

区域与超球体相交，那么在相交的区域内寻找与目标点更近的实例点。如果存在这样 

的点，将此点作为新的当前最近点。算法转到更上一级的父结点，继续上述过程。如 
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果父结点的另一子结点的超矩形区域与超球体不相交，或不存在比当前最近点更近的 

点，则停止搜索。

下面叙述用kd树的最近邻搜索算法。

算法3.3 (用kd树的最近邻搜索)

输入：已构造的kd树，目标点劣；

输出：7的最近邻。

(1)在kd树中找出包含目标点I的叶结点：从根结点出发，递归地向下访问kd 

树。若目标点)当前维的坐标小于切分点的坐标，则移动到左子结点，否则移动到右 

子结点。直到子结点为叶结点为止。

(2)以此叶结点为“当前最近点”。

(3)递归地向上回退，在每个结点进行以下操作：

(a)如果该结点保存的实例点比当前最近点距离目标点更近，则以该实例点 

为“当前最近点”。

(b)当前最近点一定存在于该结点一个子结点对应的区域。检查该子结点的父 

结点的另一子结点对应的区域是否有更近的点。具体地，检查另一子结点对应的 

区域是否与以目标点为球心、以目标点与“当前最近点”间的距离为半径的超球体 

相交。

如果相交，可能在另一个子结点对应的区域内存在距目标点更近的点，移动 

到另一个子结点。接着，递归地进行最近邻搜索；

如果不相交，向上回退。

(4)当回退到根结点时，搜索结束。最后的“当前最近点”即为力的最近邻点。■

如果实例点是随机分布的，kd树搜索的平均计算复杂度是O(logN),这里N是 

训练实例数。kd树更适用于训练实例数远大于空间维数时的k近邻搜索。当空间维数 

接近训练实例数时，它的效率会迅速下降，几乎接近线性扫描。

下面通过一个例题来说明搜索方法。

例3.3给定一个如图3.5所示的kd树，根结点为A,其子结点为8,。等。树 

上共存储7个实例点；另有一个输入目标实例点S,求S的最近邻。

解 首先在kd树中找到包含点S的叶结点D (图中的右下区域)，以点D作为 

近似最近邻。真正最近邻一定在以点S为中心通过点D的圆的内部。然后返回结点 

D的父结点B,在结点B的另一子结点F的区域内搜索最近邻。结点F的区域与圆 

不相交，不可能有最近邻点。继续返回上一级父结点A,在结点A的另一子结点C的 

区域内搜索最近邻。结点C的区域与圆相交；该区域在圆内的实例点有点E,点石比 

点D更近，成为新的最近邻近似。最后得到点E是点S的最近邻。 ■
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本章概要

1. k近邻法是基本且简单的分类与回归方法。k近邻法的基本做法是：对给定的 

训练实例点和输入实例点，首先确定输入实例点的k个最近邻训练实例点，然后利用 

这k个训练实例点的类的多数来预测输入实例点的类。

2. k近邻模型对应于基于训练数据集对特征空间的一个划分。k近邻法中，当训 

练集、距离度量、k值及分类决策规则确定后，其结果唯一确定。

3. k近邻法三要素：距离度量、k值的选择和分类决策规则。常用的距离度量是欧 

氏距离及更一般的Lp距离。k值小时，k近邻模型更复杂；k值大时，k近邻模型更 

简单。k值的选择反映了对近似误差与估计误差之间的权衡，通常由交叉验证选择最 

优的鼠常用的分类决策规则是多数表决，对应于经验风险最小化。

4. k近邻法的实现需要考虑如何快速搜索k个最近邻点。kd树是一种便于对k 

维空间中的数据进行快速检索的数据结构。kd树是二叉树，表示对k维空间的一个划 

分，其每个结点对应于k维空间划分中的一个超矩形区域。利用kd树可以省去对大 

部分数据点的搜索，从而减少搜索的计算量。

继续阅读

k近邻法由Cover与Hart提出⑴。k近邻法相关的理论在文献［2, 3］中已有论 

述。k近邻法的扩展可参考文献［4］o kd树及其他快速搜索算法可参见文献［5］o关于k 

近邻法的介绍可参考文献［2］o
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习 题

3.1 参照图3.1,在二维空间中给出实例点，画出k为1和2时的k近邻法构成 

的空间划分，并对其进行比较，体会k值选择与模型复杂度及预测准确率的关系。

3.2 利用例题3.2构造的kd树求点z = (3,4.5产的最近邻点。

3.3 参照算法3.3,写出输出为2的k近邻的算法。

参考文献

[1] Cover T, Hart P. Nearest neighbor pattern classification. IEEE Transactions on Infor­
mation Theory, 1967, 13(1): 21-27.

[2] Hastie T, Tibshirani R, Friedman J. The elements of statistical learning: data mining, 
inference, and prediction, 2001 .(中译本：统计学习基础----- 数据挖掘、推理与预测.范

明，柴玉梅，咎红英等译.北京：电子工业出版社，2004.)
[3] Friedman J. Flexible metric nearest neighbor classification. Technical Report, 1994.
[4] Weinberger K Q, Blitzer J, Saul L K. Distance metric learning for large margin nearest 

neighbor classification. In: Proceedings of the NIPS. 2005.
[5] Samet H. The design and analysis of spatial data structures. Reading, MA: Addison- 

Wesley, 1990.



第4章朴素贝叶斯法

朴素贝叶斯(naive Bayes)法是基于贝叶斯定理与特征条件独立假设的分类方 

法①。对于给定的训练数据集，首先基于特征条件独立假设学习输入输出的联合概率 

分布；然后基于此模型，对给定的输入，，利用贝叶斯定理求出后验概率最大的输出 

7/o朴素贝叶斯法实现简单，学习与预测的效率都很高，是一种常用的方法。

本章叙述朴素贝叶斯法，包括朴素贝叶斯法的学习与分类、朴素贝叶斯法的参数 

估计算法。

4.1 朴素贝叶斯法的学习与分类

4.1.1 基本方法

设输入空间*U R"为九维向量的集合，输出空间为类标记集合V = 
{ci,c2, • • • ,ck}。输入为特征向量x E X,输出为类标记(class label) g €X 
是定义在输入空间*上的随机向量，y是定义在输出空间v上的随机变量。p(x,y) 

是x和y的联合概率分布。训练数据集

T = {(21,班),(>2,。2)「- ,3n,Un)}

由p(x,y)独立同分布产生。

朴素贝叶斯法通过训练数据集学习联合概率分布P(X,Y)。具体地，学习以下先 

验概率分布及条件概率分布。先验概率分布

P(Y = cfc), k = l,2,…・，K (4.1)

①注意：朴素贝叶斯法与贝叶斯估计(Bayesian estimation)是不同的概念。
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条件概率分布

p(x = x\y = = p(x⑴=/⑴，・一，x(m =2(切丫 = c。 k = 12 …，k

(4.2) 

于是学习到联合概率分布p(x,y)。

条件概率分布P(X = ©y = ck)有指数级数量的参数，其估计实际是不可行的。 

事实上，假设力⑺可取值有S,个，，=1,2,...逸，Y可取值有K个，那么参数个数 
n

为改口与。

，=i
朴素贝叶斯法对条件概率分布作了条件独立性的假设。由于这是一个较强的假 

设，朴素贝叶斯法也由此得名。具体地，条件独立性假设是

P(X = x\Y = Ck) = P(X ⑴=力⑴，…,X(n)= x^\Y = Cfc)
n

=JJ P(X。)= x^\Y = Cfc) (4.3)
，=i

朴素贝叶斯法实际上学习到生成数据的机制，所以属于生成模型。条件独立假设 

等于是说用于分类的特征在类确定的条件下都是条件独立的。这一假设使朴素贝叶斯 

法变得简单，但有时会牺牲一定的分类准确率。

朴素贝叶斯法分类时，对给定的输入为通过学习到的模型计算后验概率分布

P(Y = ck\X =①)，将后验概率最大的类作为I的类输出。后验概率计算根据贝叶斯

定理进行:

P(Y = ck\X = x)=
p(x =7丫 =盘)p(y =盘) 

£p(x = £|y =以)/丫 =.) 

k

(4.4)

将式(4.3)代入式(4.4),有

p(y=仇)n p(x ⑺=川)丫=/)

P[Y = ck\X = x) = -- ---------------- 4=---------- ——-- ------------,k = l,2r •• ,K
£ P(y =/)n 9(X0= Nj)\Y = ck)

k j
(4⑸ 

这是朴素贝叶斯法分类的基本公式。于是，朴素贝叶斯分类器可表示为

y = /(①) arg max 
Cfc

P(Y = cfc) JJ P(X(，)= /)Y =矗) 

j

e p(y=.)n ⑶=/)丫=矗)

k j

(4.6)
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注意到，在式(4.6)中分母对所有小都是相同的，所以,

y =arg max P(Y =♦)IlP(x6)= /)|y = 〃)

3

(4.7)

4.1.2 后给概率最大化的含义

朴素贝叶斯法将实例分到后验概率最大的类中。这等价于期望风险最小化。假设 

选择0-1损失函数：
[1, "/(X) 

£(K/(X)) = (
[o,y = f(x)

式中〃x)是分类决策函数。这时，期望风险函数为

&xp(7) = EZ(K/(X))]

期望是对联合分布p(x,y)取的。由此取条件期望

K
4 xp(/) = Exf [L(cfeJ(X))]F(cfc|X) 

k=i

为了使期望风险最小化，只需对X = rr逐个极小化，由此得到:

K
/(0= arg min 

yey
£L(Ck,g)P(Ck|X = x) 
k=l

K

=arg鸣* ck\X = x) 

k=i

=arg nnn(l - P(y = ck\X = c))

=arg max P{y = Ck\X = x) 
yey

这样一来，根据期望风险最小化准则就得到了后验概率最大化准则:

/⑺=arg maxF(Cfe|X = x)

即朴素贝叶斯法所采用的原理。
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4.2 朴素贝叶斯法的参数估计

4.2.1 极大似然估计

在朴素贝叶斯法中，学习意味着估计P(Y = cfc)和P(X3 = x^\Y = cfe)o可以 

应用极大似然估计法估计相应的概率。先验概率p(y = %)的极大似然估计是

N

——,k = l,2「..，K (4.8)

设第J•个特征力⑶可能取值的集合为｛町1,电2,…，％?1 ｝，条件概率RX(，)=叼丫 = 

cfe)的极大似然估计是

N
^"2 /(/，，—。加%—ck)

P(X(，)= ajt\Y = cfe)=三一----------------

£/(% = cfc)
2=1

，=1,2,…，% 2 = 1,2,….；k = l,2,•••,/< (4.9)

式中，优「是第，个样本的第j个特征；叼 是第j个特征可能取的第I个值；I为指 

示函数。

422学习与分类算法

下面给出朴素贝叶斯法的学习与分类算法。

算法4.1 (朴素贝叶斯算法(nafve Bayes algorithm))

输入：训练数据T = ｛(21,即),(为2用2),…，On,?/N)｝，其中Xi =(短,力化…, 

c，))T,力?)是第〃个样本的第7个特征，马力e ｛ajl,aj2,--- ,ajSj｝, ajt是第4个特 

征可能取的第I个值，/ = 1,2, ,…，九，I = 12…，S§, yi G …,Ck｝；实例力；

输出：实例x的分类。

(1)计算先验概率及条件概率
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N
〉：= ajbVi =盘)

P(X。)= ajt\Y = Cfc) = ----- --------------------------

£/(% = Ck) 

i=l

/ = 1,2,…，九; Z = 1,2,…，S,; k = 1,2,♦ ♦ ♦)K

（2）对于给定的实例X =（N⑴/⑵,…逆S））T,计算

n
p(r = Ck) n P(x3 = /)丫 =a)，卜=12 …)K 

3=i

（3）确定实例力的类

n
y = arg max P(Y = Q)n P(X。)= /)丫 = cfc) 

，=i

例4.1试由表4.1的训练数据学习一个朴素贝叶斯分类器并确定i = （2,5产 

的类标记外表中X⑴，X⑵为特征，取值的集合分别为4 = {1,2,3}, A2 = 

{S. M.L}, Y 为类标记，y eC = {i5-i}o

表4.1 训练数据

解 根据算法4.1,由表4.1,容易计算下列概率:

I 2 3 4 5 6 7 8 9 10 II 12 13 14 15

X⑴ I I I I I 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3

X⑶ S M M S S S M M L L L M M L L

Y - I —I I I - I —I -I I I I I I I I -I

9 6
P(y = l) =小 p(y = _i) = 

10 10
o Q 4P(X⑴=1 丫 = 1)=B「2)= 2丫 = 1) = o, P(X⑴=3丫 = 1) = g 
tz iy VZ

pN)=S|Y = 1) = ：, 噂⑵=MY = 1) = J, P(X ⑵=Z/|Y = 1) = : 
t/ iz iz

Q O 1
p(x(d = i|y = -i)= p(x⑴=2|y = -i)= p(x⑴=3|y = -i)=-

Q
p(x ⑵=S\Y = -1) = -5 P(X ⑵=M\Y = -1)=

2
 -
6

1
 -
6
 

- 
\)/ 

1X - - 
y
 

L
 -F 2
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对于给定的x = (2,5尸计算:

Q Q
p(y = i)p(x⑴=2|y = i)p(x⑵=sy = 1)= — •一 • 

15 9

p(y = —i)p(x ⑴=2|y = —i)p(x ⑵=s\y = _i)= ? 
15

1 _ 1
9 = 45

2 3 1I - ■—=---
6 6 15

因为 P[Y = —l)P(X(i)= 2|V = —1)P(X⑵=S|y = —i)最大，所以 y = 一1。

4.2.3贝叶斯估计

用极大似然估计可能会出现所要估计的概率值为0的情况。这时会影响到后验概 

率的计算结果，使分类产生偏差。解决这一问题的方法是采用贝叶斯估计。具体地，条 

件概率的贝叶斯估计是

N
〉：— Cfc) + A

P》(X。)= ajl\Y = cfc) = -------------------------------

)：I(Vi = Cjfe) + S,入
i=l

(4.10)

式中X20。等价于在随机变量各个取值的频数上赋予一个正数X > 0。当A = 0时就 

是极大似然估计。常取A = 1,这时称为拉普拉斯平滑(Laplacian smoothing) o显然, 

对任何/ = 1,2,・・・吕，k = l,2,…，K，有

Px(X^ = ajt\Y = ck) > 0

Sj
£P(X ⑺=aji\Y = Ck)= 

z=i
1

表明式(4.10)确为一种概率分布。同样，先验概率的贝叶斯估计是

N
£/(仍=ck) + x

PA(y =,)=Z=1 N+KX- (4.11)

例4.2问题同例4.1,按照拉普拉斯平滑估计概率，即取X = 1。

解解={1,2,3}, A2 = {S,M。，。= {1,—1}。按照式(4.10)和式(4.11)计 

算下列概率：

10 7
p(y = i)= F, p(y = -i)= f
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Q
P(X ⑴=1丫 = 1)= 一

125 p(x⑴=21y = i)= —, p(x⑴=3|y = i) 
12

5
12

o
P*2) = S|V = 1)=调

P(X ⑴=1\Y = —1)=，

J

p(x ⑵=5|y = -i)
4

P(X(2)= M\Y = 1) = * P.) = ©y = 1)=]

Q 9
p(x⑴=2|y = -i)= -5 p(x⑴=3|y = -i)=-

Q 2
P(X ⑵=M^Y = -1) = P(X ⑵=L\y = -1) = - 

9 9

对于给定的1 = （2,S）T,计算:

p(y = i)p(x ⑴=2\y = i)p(x ⑵=sy = i) = # 4 2 5--- ■
12
7F(y = —1)P(X ⑴=2|y = —1)P(X ⑵=S\Y = -1) = —

12
3 4
一•一
9 9

153
=0.0327

28
—-=0.0610 
459

由于由于=—1)P(X⑴=2\Y = —1)P(X⑵=S\Y = -1)最大,所以 y = —1。

本章概要

1 .朴素贝叶斯法是典型的生成学习方法。生成方法由训练数据学习联合概率分布 

p（x,y）,然后求得后验概率分布p（y|x）。具体来说，利用训练数据学习p（xy）和 

p（y）的估计，得到联合概率分布：

p（x,y）= p（y）p（x|y）

概率估计方法可以是极大似然估计或贝叶斯估计。

2 .朴素贝叶斯法的基本假设是条件独立性，

P(X = x\Y = Cfc) = P(X ⑴=1 ⑴X(m =x^\Y = ck) 
n
==X^\Y = ck) 

j=i

这是一个较强的假设。由于这一假设，模型包含的条件概率的数量大为减少，朴素贝 

叶斯法的学习与预测大为简化。因而朴素贝叶斯法高效，且易于实现。其缺点是分类 

的性能不一定很高。

3 .朴素贝叶斯法利用贝叶斯定理与学到的联合概率模型进行分类预测。

pzVIYx P（X,y）_ P（Y）P（XY）
（1）-Ff-£p（Y）P（XY）

Y
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将输入力分到后验概率最大的类7/0

n

y = arg max
Ck

p(y=，)n p(x，=力⑶丫=♦)

，=1

后验概率最大等价于0-1损失函数时的期望风险最小化。

继续阅读

朴素贝叶斯法的介绍可见文献[l,2]o朴素贝叶斯法中假设输入变量都是条件独立 

的，如果假设它们之间存在概率依存关系，模型就变成了贝叶斯网络，参见文献[3]。

习 题

4.1 用极大似然估计法推出朴素贝叶斯法中的概率估计公式(4.8)及公式(4.9)o
4.2 用贝叶斯估计法推出朴素贝叶斯法中的概率估计公式(4.10)及公式(4.11)o

参考文献

[1] Mitchell T M. Chapter 3: Generative and discriminative classifiers: Naive Bayes and 
logistic regression. In: Machine Learning. Draft, 2005.  
mlbook/NBayesLogReg.pdf.

http://www.cs.cmu.edu/~tom/

[2] Hastie T, Tibshirani R, Friedman J. The elements of statistical learning: data mining, 
inference, and prediction. Springer-Verlag, 2001.(中译本：统计学习基础----- 数据挖

掘、推理与预测.范明，柴玉梅，咎红英等译.北京：电子工业出版社，2004.)
[3] Bishop C. pattern recognition and machine learning, Springer, 2006.
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决策树(decision tree)是一种基本的分类与回归方法。本章主要讨论用于分类 

的决策树。决策树模型呈树形结构，在分类问题中，表示基于特征对实例进行分类 

的过程。它可以认为是if-then规则的集合，也可以认为是定义在特征空间与类空 

间上的条件概率分布。其主要优点是模型具有可读性，分类速度快。学习时，利用 

训练数据，根据损失函数最小化的原则建立决策树模型。预测时，对新的数据，利 

用决策树模型进行分类。决策树学习通常包括3个步骤：特征选择、决策树的生成 

和决策树的修剪。这些决策树学习的思想主要来源于由Quinlan在1986年提出的 

ID3算法和1993年提出的C4.5算法，以及由Breiman等人在1984年提出的CART 

算法。

本章首先介绍决策树的基本概念，然后通过ID3和C4.5介绍特征的选择、决策 

树的生成以及决策树的修剪，最后介绍CART算法。

5.1 决策树模型与学习

5.1.1 决策树模型

定义5.1 (决策树) 分类决策树模型是一种描述对实例进行分类的树形结构。 

决策树由结点(node)和有向边(directed edge )组成。结点有两种类型：内部结 

点(internal node )和叶结点(leaf node )。内部结点表示一个特征或属性，叶结点表 

示一个类。

用决策树分类，从根结点开始，对实例的某一特征进行测试，根据测试结果，将实 

例分配到其子结点；这时，每一个子结点对应着该特征的一个取值。如此递归地对实 

例进行测试并分配，直至达到叶结点。最后将实例分到叶结点的类中。

图5.1是一个决策树的示意图。图中圆和方框分别表示内部结点和叶结点。
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5.1.2 决策树与if-then规则

可以将决策树看成一个if-then规则的集合。将决策树转换成if-then规则的过程 

是这样的：由决策树的根结点到叶结点的每一条路径构建一条规则；路径上内部结点 

的特征对应着规则的条件，而叶结点的类对应着规则的结论。决策树的路径或其对应 

的if-then规则集合具有一个重要的性质：互斥并且完备。这就是说，每一个实例都被 

一条路径或一条规则所覆盖，而且只被一条路径或一条规则所覆盖。这里所谓覆盖是 

指实例的特征与路径上的特征一致或实例满足规则的条件。

5.1.3 决策树与条件概率分布

决策树还表示给定特征条件下类的条件概率分布。这一条件概率分布定义在特 

征空间的一个划分(par出ion)上。将特征空间划分为互不相交的单元(cell)或区 

域(region),并在每个单元定义一个类的概率分布就构成了一个条件概率分布。决 

策树的一条路径对应于划分中的一个单元。决策树所表示的条件概率分布由各个单 

元给定条件下类的条件概率分布组成。假设X为表示特征的随机变量，K为表示类 

的随机变量，那么这个条件概率分布可以表示为P(K|X)o X取值于给定划分下单 

元的集合，y取值于类的集合。各叶结点(单元)上的条件概率往往偏向某一个类, 

即属于某一类的概率较大。决策树分类时将该结点的实例强行分到条件概率大的那 

一类去。

图5.2 (a)示意地表示了特征空间的一个划分。图中的大正方形表示特征空间。 

这个大正方形被若干个小矩形分割，每个小矩形表示一个单元。特征空间划分上的单 

元构成了一个集合，X取值为单元的集合。为简单起见，假设只有两类：正类和负类,
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即V取值为+1和-1。小矩形中的数字表示单元的类。图5.2 (b)示意地表示特征空 

间划分确定时，特征(单元)给定条件下类的条件概率分布。图5.2 (b)中条件概率分 

布对应于图5.2 (a)的划分。当某个单元c的条件概率满足P(Y = +1|X = c)> 0.5 

时，则认为这个单元属于正类，即落在这个单元的实例都被视为正例。图5.2 (c)为对 

应于图5.2 (b)中条件概率分布的决策树。

x(24

+ 1

%

(b)条件概率分布⑶特征空间划分

姆)

(c)决策树

图5.2 决策树对应于条件概率分布

5.1.4 决策树学习

假设给定训练数据集

D = {(Nbgi),(12,V2)U-,(NN〃N)}

其中，g =(才)，谭)，…心烈尸为输入实例(特征向量),n为特征个数，yi e 

{1,2, . ♦ . , K}为类标记，i = ,N, N为样本容量。决策树学习的目标是根据给

定的训练数据集构建一个决策树模型，使它能够对实例进行正确的分类。
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决策树学习本质上是从训练数据集中归纳出一组分类规则。与训练数据集不相矛 

盾的决策树(即能对训练数据进行正确分类的决策树)可能有多个，也可能一个都没 

有。我们需要的是一个与训练数据矛盾较小的决策树，同时具有很好的泛化能力。从 

另一个角度看，决策树学习是由训练数据集估计条件概率模型。基于特征空间划分的 

类的条件概率模型有无穷多个。我们选择的条件概率模型应该不仅对训练数据有很好 

的拟合，而且对未知数据有很好的预测。

决策树学习用损失函数表示这一目标。如下所述，决策树学习的损失函数通常是 

正则化的极大似然函数。决策树学习的策略是以损失函数为目标函数的最小化。

当损失函数确定以后，学习问题就变为在损失函数意义下选择最优决策树的问 

题。因为从所有可能的决策树中选取最优决策树是NP完全问题，所以现实中决策树 

学习算法通常采用启发式方法，近似求解这一最优化问题。这样得到的决策树是次最 

优(sub-optimal)的。

决策树学习的算法通常是一个递归地选择最优特征，并根据该特征对训练数据进 

行分割，使得对各个子数据集有一个最好的分类的过程。这一过程对应着对特征空间 

的划分，也对应着决策树的构建。开始，构建根结点，将所有训练数据都放在根结点。 

选择一个最优特征，按照这一特征将训练数据集分割成子集，使得各个子集有一个在 

当前条件下最好的分类。如果这些子集已经能够被基本正确分类，那么构建叶结点, 

并将这些子集分到所对应的叶结点中去；如果还有子集不能被基本正确分类，那么就 

对这些子集选择新的最优特征，继续对其进行分割，构建相应的结点。如此递归地进 

行下去，直至所有训练数据子集被基本正确分类，或者没有合适的特征为止。最后每 

个子集都被分到叶结点上，即都有了明确的类。这就生成了一棵决策树。

以上方法生成的决策树可能对训练数据有很好的分类能力，但对未知的测试数据 

却未必有很好的分类能力，即可能发生过拟合现象。我们需要对已生成的树自下而上 

进行剪枝，将树变得更简单，从而使它具有更好的泛化能力。具体地，就是去掉过于细 

分的叶结点，使其回退到父结点，甚至更高的结点，然后将父结点或更高的结点改为 

新的叶结点。

如果特征数量很多，也可以在决策树学习开始的时候，对特征进行选择，只留下 

对训练数据有足够分类能力的特征。

可以看出，决策树学习算法包含特征选择、决策树的生成与决策树的剪枝过程。 

由于决策树表示一个条件概率分布，所以深浅不同的决策树对应着不同复杂度的概率 

模型。决策树的生成对应于模型的局部选择，决策树的剪枝对应于模型的全局选择。 

决策树的生成只考虑局部最优，相对地，决策树的剪枝则考虑全局最优。

决策树学习常用的算法有ID3、C4.5与CART,下面结合这些算法分别叙述决策 

树学习的特征选择、决策树的生成和剪枝过程。
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5.2 特征选择

5.2.1 特征选择问题

特征选择在于选取对训练数据具有分类能力的特征。这样可以提高决策树学习的 

效率。如果利用一个特征进行分类的结果与随机分类的结果没有很大差别，则称这个 

特征是没有分类能力的。经验上扔掉这样的特征对决策树学习的精度影响不大。通常 

特征选择的准则是信息增益或信息增益比。

首先通过一个例子来说明特征选择问题。

例5.1 ① 表5.1是一个由15个样本组成的贷款申请训练数据。数据包括贷款申 

请人的4个特征（属性）：第1个特征是年龄，有3个可能值：青年，中年，老年；第 

2个特征是有工作，有2个可能值：是，否；第3个特征是有自己的房子，有2个可能 

值：是，否；第4个特征是信贷情况，有3个可能值：非常好，好，一般。表的最后一 

列是类别，是否同意贷款，取2个值：是，否。

表5.1 贷款申请样本数据表

ID 年龄 有工作 有自己的房子 信贷情况 类别

1 青年 否 否 一般 否

2 青年 否 否 好 否

3 青年 是 否 好 是

4 青年 是 是 一般 是

5 青年 否 否 一般 否

6 中年 否 否 一般 否

7 中年 否 否 好 否

8 中年 是 是 好 是

9 中年 否 是 非常好 是

10 中年 否 是 非常好 是

11 老年 否 是 非常好 是

12 老年 否 是 好 是

13 老年 是 否 好 是

14 老年 是 否 非常好 是

15 老年 否 否 一般 否

希望通过所给的训练数据学习一个贷款申请的决策树，用以对未来的贷款申请进 

行分类，即当新的客户提出贷款申请时，根据申请人的特征利用决策树决定是否批准 

贷款申请。 ■

特征选择是决定用哪个特征来划分特征空间。

①此例取自参考文献[5]o
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图5.3表示从表5.1数据学习到的两个可能的决策树，分别由两个不同特征的根 

结点构成。图5.3 (a)所示的根结点的特征是年龄，有3个取值，对应于不同的取值有 

不同的子结点。图5.3 (b)所示的根结点的特征是有工作，有2个取值，对应于不同的 

取值有不同的子结点。两个决策树都可以从此延续下去。问题是：究竟选择哪个特征 

更好些？这就要求确定选择特征的准则。直观上，如果一个特征具有更好的分类能力, 

或者说，按照这一特征将训练数据集分割成子集，使得各个子集在当前条件下有最好 

的分类，那么就更应该选择这个特征。信息增益(information gain)就能够很好地表

图5.3 不同特征决定的不同决策树

5.2.2 信息增益

为了便于说明，先给出嫡与条件嫡的定义。

在信息论与概率统计中，嫡(entropy)是表示随机变量不确定性的度量。设X是 

一个取有限个值的离散随机变量，其概率分布为

P(X = = pi,分=1,2)•一，九

则随机变量X的嫡定义为
n

H(X) = -^2 Pi log pi (5.1)
2 = 1

在式(5.1)中，若g = 0,则定义01og0 = 0。通常，式(5.1)中的对数以2为底或以e 

为底(自然对数)，这时嫡的单位分别称作比特(bit)或纳特(nat)o由定义可知，燧 

只依赖于X的分布，而与X的取值无关，所以也可将X的端记作H(p),即

n

H(p) = Pi log
i=l

(5.2)

嫡越大，随机变量的不确定性就越大。从定义可验证

0 < H(p) < log 72 (5.3)
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当随机变量只取两个值，例如1, 0时，即X的分布为

p(x = 1)=0, P(X = 0) = 1—0, 0<”1

嫡为

H(p) = -p log2 p - (1 - p) log2(l - p)

这时，嫡H(p)随概率p变化的曲线如图5.4所示(单位为比特)。

(5.4)

图5.4 分布为伯努利分布时端与概率的关系

当0 = 0或p=l时H(p) = 0,随机变量完全没有不确定性。当p = 0.5 

时，H(p) = 1,嫡取值最大，随机变量不确定性最大。

设有随机变量(x,y),其联合概率分布为

P(X = = Uj) = Pijy /Ui*, 一，)％ J — 15 2, • • • ,772

条件嫡H(y|x)表示在已知随机变量x的条件下随机变量y的不确定性。随机变量 

X给定的条件下随机变量Y的条件嫡(conditional entropy) H{Y\X^定义为X给 

定条件下y的条件概率分布的炳对x的数学期望

(5.5)

这里，Pi = P(X = Xi),，= 1,2)…，九。

当嫡和条件嫡中的概率由数据估计(特别是极大似然估计)得到时，所对应的嫡 

与条件嫡分别称为经验端(empirical entropy)和经验条件炳(empirical conditional 

entropy) o此时，如果有0概率，令OlogO = 0。

信息增益(information gain)表示得知特征X的信息而使得类Y的信息的不确 

定性减少的程度。
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定义5.2(信息增益) 特征A对训练数据集。的信息增益g(，4)，定义为集 

合D的经验嫡H(D)与特征A给定条件下D的经验条件端H(。⑷之差，即

g(D,A) = H(D)-H(D\A) (5.6)

一般地，嫡H(V)与条件嫡H(Y\X)之差称为互信息(mutual information) o决 

策树学习中的信息增益等价于训练数据集中类与特征的互信息。

决策树学习应用信息增益准则选择特征。给定训练数据集。和特征4经验嫡 

H(D)表示对数据集D进行分类的不确定性。而经验条件端H(D\A)表示在特征A 

给定的条件下对数据集。进行分类的不确定性。那么它们的差，即信息增益，就表示 

由于特征4而使得对数据集。的分类的不确定性减少的程度。显然，对于数据集。 

而言，信息增益依赖于特征，不同的特征往往具有不同的信息增益。信息增益大的特 

征具有更强的分类能力。

根据信息增益准则的特征选择方法是：对训练数据集(或子集)D,计算其每个特 

征的信息增益，并比较它们的大小，选择信息增益最大的特征。

设训练数据集为D, \D\表示其样本容量，即样本个数。设有K个类然,k = 
K

，K, 为属于类的样本个数，£|以| = |0|。设特征力有几个不同的
k-1

取值根据特征4的取值将。划分为九个子集。…，121 
n

为Di的样本个数，=@|。记子集a中属于类以的样本的集合为。泳，即 

Dlk = a G以，127为Dik的样本个数。于是信息增益的算法如下。

算法5.1 (信息增益的算法)

输入：训练数据集D和特征A；

输出：特征/对训练数据集。的信息增益g(。, 4)。

(1)计算数据集D的经验嫡H(D)

H(D) = -gw10g2W (5.7)

(2)计算特征A对数据集D的经验条件嫡H[D\A)

(5.8)

(3)计算信息增益

g(") = H(0 — H(。⑷ (5⑼
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例5.2对表5.1所给的训练数据集。，根据信息增益准则选择最优特征。

解首先计算经验嫡8(0)。

9 9 6 6
H(D) = - - log2 — ­  77 77 = 0,971

lo 15 lo lo

然后计算各特征对数据集。的信息增益。分别以41，A2, A3, A4表示年龄、有 

工作、有自己的房子和信贷情况4个特征，则

(1)

5 5 5
g(34) = H(D) — —+ —H(r)2)+ 正"(A)

lo lo lo

"971-符(-|log2|-|log2|) +
L lo \ o o 5 b /

5‘313 212、 5(414 1 1V15 C5 1Og2 5-5 10g2 5；+i5 15 座就

=0.971 一 0.888 = 0.083

这里D1，。2,。3分别是。中41 (年龄)取值为青年、中年和老年的样本子集。类 

似地，

(2)

5 in
g(D, a2) = H(。)—记 H(3) + 正理。2) lo lo

=0.971-[Ax0 + |j(-A log21 1 log2 ^)] = 0.324

(3)

KD，4) = 6971 -幅 x。+ 4(3 喝 log2 3

=0.971 - 0.551 = 0.420

(4)

g(D, A4) = 0.971 - 0.608 = 0.363

最后，比较各特征的信息增益值。由于特征人3 (有自己的房子)的信息增益值最

大，所以选择特征43作为最优特征。 ■
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5.2.3信息增益比

以信息增益作为划分训练数据集的特征，存在偏向于选择取值较多的特征的问 

题。使用信息增益比（information gain ratio）可以对这一问题进行校正。这是特征选 

择的另一准则。

定义5.3 （信息增益比） 特征A对训练数据集。的信息增益比gR（D）A）定义 

为其信息增益与训练数据集。关于特征4的值的嫡瓦4（。）之比，即

9R①，八）=端条
(5.10)

其中,
/（。）=-£翳陶

2— 1

翳，九是特征4取值的个数。

5.3决策 树的生成

本节将介绍决策树学习的生成算法。首先介绍ID3的生成算法，然后再介绍C4.5 

中的生成算法。这些都是决策树学习的经典算法。

5.3.1 ID3 算法

ID3算法的核心是在决策树各个结点上应用信息增益准则选择特征，递归地构建 

决策树。具体方法是：从根结点（root node）开始，对结点计算所有可能的特征的信 

息增益，选择信息增益最大的特征作为结点的特征，由该特征的不同取值建立子结点; 

再对子结点递归地调用以上方法，构建决策树；直到所有特征的信息增益均很小或没 

有特征可以选择为止。最后得到一棵决策树。ID3相当于用极大似然法进行概率模型 

的选择。

算法5.2 （ID3算法）

输入：训练数据集。，特征集4阈值E；

输出：决策树T。

（1）若D中所有实例属于同一类以，则T为单结点树，并将类Ck作为该结点 

的类标记，返回T；

（2）若/ = 0,则T为单结点树，并将D中实例数最大的类以作为该结点的类 

标记，返回T;

（3）否则，按算法5.1计算/中各特征对。的信息增益，选择信息增益最大的特 

征
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（4）如果4g的信息增益小于阈值e,则置T为单结点树，并将。中实例数最大 

的类以作为该结点的类标记，返回T;
（5）否则，对A9的每一可能值的,依4g = &将。分割为若干非空子集将 

A中实例数最大的类作为标记，构建子结点，由结点及其子结点构成树T,返回T;
（6）对第2个子结点，以小为训练集，以4-{4}为特征集，递归地调用步⑴〜 

步（5）,得到子树3,返回心。 ■

例5.3对表5.1的训练数据集，利用ID3算法建立决策树。

解 利用例5.2的结果，由于特征鼻3 （有自己的房子）的信息增益值最大，所以 

选择特征43作为根结点的特征。它将训练数据集D划分为两个子集5 （A3取值 

为“是”）和D2 （A3取值为“否”）。由于Di只有同一类的样本点，所以它成为一个 

叶结点，结点的类标记为“是

对。2则需从特征4 （年龄），力2 （有工作）和A4 （信贷情况）中选择新的特征。 

计算各个特征的信息增益：

g（D2, Ai） = H（Q） - -Mi） = 0.918 - 0.667 = 0.251

ff（D2, A2） = H①2） - H（D2\A2） = 0.918

g（S,4）="（。2）-日（。2&） = 0.474

选择信息增益最大的特征工2 （有工作）作为结点的特征。由于幺2有两个可能取值, 

从这一结点引出两个子结点：一个对应“是”（有工作）的子结点，包含3个样本，它们 

属于同一类，所以这是一个叶结点，类标记为“是”；另一个是对应“否”（无工作）的 

子结点，包含6个样本，它们也属于同一类，所以这也是一个叶结点，类标记为“否”。

这样生成一棵如图5.5所示的决策树。该决策树只用了两个特征（有两个内部 

结点）。 ■

有自己的房子

是 否

图5.5 决策树的生成
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ID3算法只有树的生成，所以该算法生成的树容易产生过拟合。

5.3.2 C4.5的生成算法

C4.5算法与ID3算法相似，C4.5算法对ID3算法进行了改进。C4.5在生成的过 

程中，用信息增益比来选择特征。

算法5.3 (C4.5的生成算法)

输入：训练数据集。，特征集4阈值5；

输出：决策树T。

(1)如果D中所有实例属于同一类Ck,则置T为单结点树，并将Ck作为该结 

点的类，返回T;

(2)如果4 = 0,则置T为单结点树，并将D中实例数最大的类Ck作为该结点 

的类，返回T；

(3)否则，按式(5.10)计算A中各特征对D的信息增益比，选择信息增益比最大 

的特征Ag；

(4)如果4g的信息增益比小于阈值£,则置T为单结点树，并将。中实例数最 

大的类以作为该结点的类，返回T;

(5)否则，对Ag的每一可能值电，依4g =出将。分割为子集若干非空Dif将 

A中实例数最大的类作为标记，构建子结点，由结点及其子结点构成树T,返回T；

(6)对结点i,以A为训练集，以4 一 {Ag}为特征集，递归地调用步(1)〜 

步(5),得到子树口，返回公。 ■

5.4 决策树的剪枝

决策树生成算法递归地产生决策树，直到不能继续下去为止。这样产生的树往往 

对训练数据的分类很准确，但对未知的测试数据的分类却没有那么准确，即出现过拟 

合现象。过拟合的原因在于学习时过多地考虑如何提高对训练数据的正确分类，从而 

构建出过于复杂的决策树。解决这个问题的办法是考虑决策树的复杂度，对已生成的 

决策树进行简化。

在决策树学习中将已生成的树进行简化的过程称为剪枝(pruning)。具体地，剪 

枝从已生成的树上裁掉一些子树或叶结点，并将其根结点或父结点作为新的叶结点, 

从而简化分类树模型。

本节介绍一种简单的决策树学习的剪枝算法。

决策树的剪枝往往通过极小化决策树整体的损失函数(loss function)或代价函 

数(cost function)来实现。设树T的叶结点个数为|T|, t是树T的叶结点，该叶结
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点有M个样本点，其中心类的样本点有Na个，k = l,2,・・.修（T）为叶结点力 

上的经验嫡，a20为参数，则决策树学习的损失函数可以定义为

Ca(T)= E M%(T) + a\T\ (5.11)
t=i

其中经验嫡为
用(7) = -£ 膏log膏 (5.12)

k

在损失函数中，将式(5.H)右端的第1项记作

m m k

。(7) = £ Mm(T) = - ££ Na log 蜡 (5.13)
t—l t—1 k—1 '

这时有

Ca(T) = C(T) + a|T| (5.14)

式（5.14）中，C（T）表示模型对训练数据的预测误差，即模型与训练数据的拟合程 

度，\T\表示模型复杂度，参数a》0控制两者之间的影响。较大的a促使选择较简 

单的模型（树），较小的a促使选择较复杂的模型（树）。a = 0意味着只考虑模型与 

训练数据的拟合程度，不考虑模型的复杂度。

剪枝，就是当a确定时，选择损失函数最小的模型，即损失函数最小的子树。当 

a值确定时，子树越大，往往与训练数据的拟合越好，但是模型的复杂度就越高；相 

反，子树越小，模型的复杂度就越低，但是往往与训练数据的拟合不好。损失函数正好 

表示了对两者的平衡。

可以看出，决策树生成只考虑了通过提高信息增益（或信息增益比）对训练数据 

进行更好的拟合。而决策树剪枝通过优化损失函数还考虑了减小模型复杂度。决策树 

生成学习局部的模型，而决策树剪枝学习整体的模型。

式（5.11）或式（5.14）定义的损失函数的极小化等价于正则化的极大似然估计。 

所以，利用损失函数最小原则进行剪枝就是用正则化的极大似然估计进行模型选择。

图5.6是决策树剪枝过程的示意图。下面介绍剪枝算法。

算法5.4 （树的剪枝算法）

输入：生成算法产生的整个树T,参数a；

输出：修剪后的子树北。

（1）计算每个结点的经验嫡。

（2）递归地从树的叶结点向上回缩。
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图5.6 决策树的剪枝

设一组叶结点回缩到其父结点之前与之后的整体树分别为界与Ta，其对应的 

损失函数值分别是GCTb)与Cq(Ta)，如果

CQa) & (5.15)

则进行剪枝，即将父结点变为新的叶结点。

(3)返回(2),直至不能继续为止，得到损失函数最小的子树霓。 ■

注意，式(5.15)只需考虑两个树的损失函数的差，其计算可以在局部进行。所 

以，决策树的剪枝算法可以由一种动态规划的算法实现。类似的动态规划算法可参见 

文献[10] O

5.5 CART 算法

分类与回归树(classification and regression tree, CART)模型由 Breiman 等人 

在1984年提出，是应用广泛的决策树学习方法。CART同样由特征选择、树的生成 

及剪枝组成，既可以用于分类也可以用于回归。以下将用于分类与回归的树统称为决 

策树。

CART是在给定输入随机变量X条件下输出随机变量y的条件概率分布的学习 

方法。CART假设决策树是二叉树，内部结点特征的取值为“是”和“否”，左分支是 

取值为“是”的分支，右分支是取值为“否”的分支。这样的决策树等价于递归地二分 
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每个特征，将输入空间即特征空间划分为有限个单元，并在这些单元上确定预测的概 

率分布，也就是在输入给定的条件下输出的条件概率分布。

CART算法由以下两步组成：

(1)决策树生成：基于训练数据集生成决策树，生成的决策树要尽量大；

(2)决策树剪枝：用验证数据集对已生成的树进行剪枝并选择最优子树，这时用 

损失函数最小作为剪枝的标准。

5.5.1 CART 生成

决策树的生成就是递归地构建二叉决策树的过程。对回归树用平方误差最小化准 

则，对分类树用基尼指数(Gini index)最小化准则，进行特征选择，生成二叉树。

1 .回归树的生成

假设x与y分别为输入和输出变量，并且y是连续变量，给定训练数据集

D = {(21,明),(？2,沙2),・一，(/N,UN)}

考虑如何生成回归树。

一棵回归树对应着输入空间(即特征空间)的一个划分以及在划分的单元上的输 

出值。假设已将输入空间划分为M个单元尺1,兄2,•…，尺”，并且在每个单元Rm上 

有一个固定的输出值为，于是回归树模型可表示为

M
f(%)= £ Cml(x € Rm) (5.16)

m=l

当输入空间的划分确定时，可以用平方误差 £ (统-/(0))2来表示回归树对

工〃 e Rm
于训练数据的预测误差，用平方误差最小的准则求解每个单元上的最优输出值。易知, 

单元Rm上的Cm的最优值cm是Rm上的所有输入实例Xi对应的输出Vi的均值，即

cm = ave(%|g G Rm) (5.17)

问题是怎样对输入空间进行划分。这里采用启发式的方法，选择第4个变量7⑶ 

和它取的值s,作为切分变量(splitting variable)和切分点(splitting point),并定义 

两个区域：

Ri (j, 5)= ｛小⑶ W s｝和 = ｛小⑺ > s｝ (5.18)
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然后寻找最优切分变量，和最优切分点s。具体地，求解

min 吧n £ (比一 q)2 +嗯n £ (% 一‘2产

XiER2(J»

(5.19)

对固定输入变量/可以找到最优切分点S。

Cl = ave(%|g G Ri(j)s))和 C2 = ave(% |q G 尺2伉$)) (5.20)

遍历所有输入变量，找到最优的切分变量j,构成一个对伉s)。依此将输入空间划分 

为两个区域。接着，对每个区域重复上述划分过程，直到满足停止条件为止。这样就 

生成一棵回归树。这样的回归树通常称为最小二乘回归树(least squares regression 

tree),现将算法叙述如下。

算法5.5 (最小二乘回归树生成算法)

输入：训练数据集。；

输出:回归树〃乃。

在训练数据集所在的输入空间中，递归地将每个区域划分为两个子区域并决定每 

个子区域上的输出值，构建二叉决策树：

(1)选择最优切分变量/与切分点S,求解

min 噜n £侬一十+嗖£ (…4

XiERi(j,s) XiER2(J»
(5.21)

遍历变量人对固定的切分变量/扫描切分点s,选择使式(5.21)达到最小值的对

6, s) o

(2)用选定的对伉s)划分区域并决定相应的输出值：

Rl(j)S)= ｛引/⑺ W s｝,尺2色 S)= ｛引/⑺ > s]

1
yy- 〉- %) * W Rm)

m XiERm 0»
m = 1,2

(3)继续对两个子区域调用步骤(1), (2),直至满足停止条件。

(4)将输入空间划分为“个区域外12,…，H”，生成决策树:

M
/(6)=£ 27nle Rm)

772=1
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2 .分类树的生成

分类树用基尼指数选择最优特征，同时决定该特征的最优二值切分点。

定义5.4 (基尼指数) 分类问题中，假设有K个类，样本点属于第k类的概率 

为0M则概率分布的基尼指数定义为

K K
Gini(p) = £「武1 - pQ = 1 - £/ (5.22)

k=l k=l

对于二类分类问题，若样本点属于第1个类的概率是p,则概率分布的基尼指数为

Gini(p) = 2p(l — p) (5.23)

对于给定的样本集合D 其基尼指数为

Gini(0 = l -玄(毁(5.24) 

k--1

这里，Gt是。中属于第k类的样本子集，K是类的个数。

如果样本集合D根据特征A是否取某一可能值q被分割成Di和。2两部分，即

— {(% y) e= q} , D2 = D - Di

则在特征a的条件下，集合。的基尼指数定义为

Gini(。, A)=胃 Gini(。。+ ^Gini(D2) (5.25)

基尼指数Gini(P)表示集合D的不确定性，基尼指数Gini(Z), A)表示经A = a分割 

后集合。的不确定性。基尼指数值越大，样本集合的不确定性也就越大，这一点与病 

相似。

图5.7显示二类分类问题中基尼指数Gini。)、嫡(单位比特)之半H(p)/2和分 

类误差率的关系。横坐标表示概率p,纵坐标表示损失。可以看出基尼指数和燧之半 

图5.7 二类分类中基尼指数、嫡之半和分类误差率的关系
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的曲线很接近，都可以近似地代表分类误差率。

算法5.6 (CART生成算法)

输入：训练数据集。，停止计算的条件；

输出：CART决策树。

根据训练数据集，从根结点开始，递归地对每个结点进行以下操作，构建二叉决 

策树：

(1)设结点的训练数据集为D,计算现有特征对该数据集的基尼指数。此时，对 

每一个特征A,对其可能取的每个值a,根据样本点对力=a的测试为“是”或“否” 

将D分割成Dr和。2两部分，利用式(5.25)计算A = a时的基尼指数。

(2)在所有可能的特征A以及它们所有可能的切分点a中，选择基尼指数最小的 

特征及其对应的切分点作为最优特征与最优切分点。依最优特征与最优切分点，从现 

结点生成两个子结点，将训练数据集依特征分配到两个子结点中去。

(3)对两个子结点递归地调用(1),(2),直至满足停止条件。

(4)生成CART决策树。 ■

算法停止计算的条件是结点中的样本个数小于预定阈值，或样本集的基尼指数小 

于预定阈值(样本基本属于同一类)，或者没有更多特征。

例5.4根据表5.1所给训练数据集，应用CART算法生成决策树。

解 首先计算各特征的基尼指数，选择最优特征以及其最优切分点。仍采用例5.2 

的记号，分别以4, A2, A3, A4表示年龄、有工作、有自己的房子和信贷情况4个特 

征，并以1, 2, 3表示年龄的值为青年、中年和老年，以L 2表示有工作和有自己的 

房子的值为是和否，以1, 2, 3表示信贷情况的值为非常好、好和一般。

求特征Ai的基尼指数：

5
Gini(Q4 = 1)=— 

lo

Gini(D5Ai =2) = 0.48

Gini(D,Ai =3) = 0.44

由于Gini(DMi = 1)和Gini(D,Ai = 3)相等,且最小,所以小=1和4 = 3 

都可以选作41的最优切分点。

求特征必和幺3的基尼指数：

Gini(D,A2 = 1) = 0.32

Gini(P, A3 = 1) = 0.27

由于42和43只有一个切分点，所以它们就是最优切分点。
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求特征鼻4的基尼指数:

Gini(。,4=1) = 0.36

Gini(O,/4 = 2) = 0.47

Gini(D,A4 = 3) = 0.32

Gini(D,A = 3)最小，所以44 = 3为A4的最优切分点。

在小，A2, A3, A4几个特征中，Gini(。,43 = 1) = 027最小，所以选择特征人 

为最优特征，A3 = 1为其最优切分点。于是根结点生成两个子结点，一个是叶结点。 

对另一个结点继续使用以上方法在Ai，A2, A4中选择最优特征及其最优切分点，结 

果是A2 = lo依此计算得知，所得结点都是叶结点。 ■

对于本问题，按照CART算法所生成的决策树与按照ID3算法所生成的决策树 

完全一致。

5.5.2 CART 剪枝

CART剪枝算法从“完全生长”的决策树的底端剪去一些子树，使决策树变小(模 

型变简单)，从而能够对未知数据有更准确的预测。CART剪枝算法由两步组成：首先 

从生成算法产生的决策树式底端开始不断剪枝，直到趺的根结点，形成一个子树序 

列｛n,71,…，1｝；然后通过交叉验证法在独立的验证数据集上对子树序列进行测 

试，从中选择最优子树。

1 .剪枝，形成一个子树序列

在剪枝过程中，计算子树的损失函数：

Ca(T) = + a\T\ (5.26)

其中，T为任意子树，C(T)为对训练数据的预测误差(如基尼指数)，|T|为子树的叶 

结点个数，a>0为参数,Ca(T)为参数是a时的子树T的整体损失。参数a权衡训 

练数据的拟合程度与模型的复杂度。

对固定的a, 一定存在使损失函数Ca(T)最小的子树，将其表示为Tao Ta在损 

失函数4(T)最小的意义下是最优的。容易验证这样的最优子树是唯一的。当a大 

的时候，最优子树Ta偏小；当a小的时候，最优子树Ta偏大。极端情况，当a = 0 

时，整体树是最优的。当a-oo时，根结点组成的单结点树是最优的。

Breiman等人证明：可以用递归的方法对树进行剪枝。将a从小增大，0 =劭< 

…< +oo,产生一系列的区间E = 0, 1,…，72;剪枝得到的子树
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序列对应着区间at i = ,n的最优子树序列｛々，©,…，以｝,序

列中的子树是嵌套的。

具体地，从整体树To开始剪枝。对To的任意内部结点t,以t为单结点树的损失 

函数是

=。⑴ + a (5.27)

以t为根结点的子树Tt的损失函数是

Ca(K) = C(Tt)+a|Tt| (5.28)

当a = 0及a充分小时，有不等式

Ca⑺ < Ca⑴ (5.29)

当a增大时，在某一 a有

Ca(K) = Cap) (5.30)

当a再增大时，不等式(5.29)反向。只要a = 坐),Tt与t有相同的
出L 1

损失函数值，而t的结点少，因此t比Tt更可取，对Tt进行剪枝。

为此，对期中每一内部结点力，计算

C⑴-eg)
4):*1 (5.31)

它表示剪枝后整体损失函数减少的程度。在期中剪去g⑴最小的提，将得到的子树 

作为乃，同时将最小的g⑴设为明。Ti为区间［明,。2)的最优子树。

如此剪枝下去，直至得到根结点。在这一过程中，不断地增加a的值，产生新的 

区间。

2 .在剪枝得到的子树序列T°,Ti,…，Tn中通过交叉验证选取最优子树Ta

具体地，利用独立的验证数据集，测试子树序列…，心中各棵子树的平 

方误差或基尼指数。平方误差或基尼指数最小的决策树被认为是最优的决策树。在子 

树序列中，每棵子树，4都对应于一个参数用,。2「-，an。所以，当最优 

子树乳确定时.，对应的耿也确定了，即得到最优决策树制。

现在写出CART剪枝算法。
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算法5.7 （CART剪枝算法）

输入：CART算法生成的决策树以；

输出：最优决策树乙。

（1）设 k = o, 7 =羽。

（2）设 a = +ooo

（3）自下而上地对各内部结点力计算。（夏），以及

g(2)=
l^l-i

a = min@g⑴)

这里，Tt表示以力为根结点的子树，。（支）是对训练数据的预测误差，|A|是A的叶 

结点个数。

（4）对g（t） = a的内部结点t进行剪枝，并对叶结点t以多数表决法决定其类, 

得到树To

（5）设卜=卜 + 1,耿=。，Tk = T。

（6）如果乳不是由根结点及两个叶结点构成的树，则回到步骤（2）；否则令 

Tk — Tn o

（7）采用交叉验证法在子树序列式）,Ti,…，乙中选取最优子树公。 ■

本章概要

1 .分类决策树模型是表示基于特征对实例进行分类的树形结构。决策树可以转 

换成一个if-then规则的集合，也可以看作是定义在特征空间划分上的类的条件概率 

分布。

2 .决策树学习旨在构建一个与训练数据拟合很好，并且复杂度小的决策树。因为 

从可能的决策树中直接选取最优决策树是NP完全问题。现实中采用启发式方法学习 

次优的决策树。

决策树学习算法包括3部分：特征选择、树的生成和树的剪枝。常用的算法有 

ID3、C4.5 和 CARTo

3 .特征选择的目的在于选取对训练数据能够分类的特征。特征选择的关键是其准 

则。常用的准则如下：
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(1)样本集合D对特征A的信息增益(ID3)

g(。⑷=H(0 - H(。⑷

H(04) = t 皆H(2)

其中，H(。)是数据集D的嫡，H{Di)是数据集Di的嫡，H[D\A)是数据集D对特 

征A的条件嫡。&是。中特征A取第，个值的样本子集，以是。中属于第k类的 

样本子集。n是特征A取值的个数，K是类的个数。

(2)样本集合D对特征A的信息增益比(C4.5)

9R(D，A) =曙蕾

其中，g(RA)是信息增益，旦4(。)是。关于特征4的值的嫡。 

(3)样本集合D的基尼指数(CART)

Gini(P)=

特征A条件下集合D的基尼指数：

Gini(DM)=胃 Gini(Oi) + 耨 Gini(Z)2)

4 .决策树的生成。通常使用信息增益最大、信息增益比最大或基尼指数最小作为 

特征选择的准则。决策树的生成往往通过计算信息增益或其他指标，从根结点开始, 

递归地产生决策树。这相当于用信息增益或其他准则不断地选取局部最优的特征，或 

将训练集分割为能够基本正确分类的子集。

5 .决策树的剪枝。由于生成的决策树存在过拟合问题，需要对它进行剪枝，以简 

化学到的决策树。决策树的剪枝，往往从已生成的树上剪掉一些叶结点或叶结点以上 

的子树，并将其父结点或根结点作为新的叶结点，从而简化生成的决策树。

继续阅读

介绍决策树学习方法的文献很多，关于ID3可见文献国，C4.5可见文献 

[2], CART可见文献[3,4]o决策树学习一般性介绍可见文献[5~7]。与决策树类
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似的分类方法还有决策列表（decision list）。决策列表与决策树可以相互转换⑻，决 

策列表的学习方法可参见文献[9]o

习 题

5.1 根据表5.1所给的训练数据集，利用信息增益比（C4.5算法）生成决策树。

5.2 已知如表5.2所示的训练数据，试用平方误差损失准则生成一个二叉回归树。

表5.2 训练数据表

Xi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Vi 4.50 4.75 4.91 5.34 5.80 7.05 7.90 8.23 8.70 9.00

5.3 证明CART剪枝算法中，当a确定时，存在唯一的最小子树方 使损失函 

数Ca（T）最小。

5.4 证明CART剪枝算法中求出的子树序列｛To,Ti,…，1｝分别是区间 

a G %+i）的最优子树Tq,这里，=0,1,…,71, 0 = a（）<% < …< a九< +oo。
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第6章 逻辑斯谛回归与最大炳模型

逻辑斯谛回归(logistic regression)是统计学习中的经典分类方法。最大燃是概 

率模型学习的一个准则，将其推广到分类问题得到最大燧模型(maximum entropy 

model) o逻辑斯谛回归模型与最大嫡模型都属于对数线性模型。本章首先介绍逻辑斯 

谛回归模型，然后介绍最大嫡模型，最后讲述逻辑斯谛回归与最大嫡模型的学习算法, 

包括改进的迭代尺度算法和拟牛顿法。

6.1 逻辑斯谛回归模型

6.1.1 逻辑斯谛分布

首先介绍逻辑斯谛分布(logistic distribution) o

定义6.1 (逻辑斯谛分布) 设X是连续随机变量，X服从逻辑斯谛分布是指X

具有下列分布函数和密度函数：

尸3)= p(x w /)= 1 + e-(x-M)/7 (6.1)

e-(x-/i)/7
/⑺=■(①) (6.2)

式中，/I为位置参数，7>0为形状参数。

逻辑斯谛分布的密度函数f⑺ 和分布函数F(x)的图形如图6.1所示。分布函数

中心对称，即满足

F(-1 + //)-- = -F{x + //) + - 

曲线在中心附近增长速度较快，在两端增长速度较慢。形状参数7的值越小，曲线在 

中心附近增长得越快。
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图6.1 逻辑斯谛分布的密度函数与分布函数

6.1.2 二项逻辑斯谛回归模型

二项逻辑斯谛回归模型(binomial logistic regression model)是一种分类模型，由 

条件概率分布p(y|x)表示，形式为参数化的逻辑斯谛分布。这里，随机变量x取值 

为实数，随机变量y取值为1或0。我们通过监督学习的方法来估计模型参数。

定义6.2 (逻辑斯谛回归模型) 二项逻辑斯谛回归模型是如下的条件概率分布：

咿=皿)=灌募W为 @3)

P[Y = 0|为二------- -------- rr (6.4)
1 + exp(w •力 + b)

这里，I e R九是输入，Y G {0,1}是输出，"e R九和b e R是参数，w称为权值向 

量，b称为偏置，为"和①的内积。

对于给定的输入实例如 按照式(6.3)和式(6.4)可以求得P(Y = l\x)和 

P(Y = 0|N)。逻辑斯谛回归比较两个条件概率值的大小，将实例力分到概率值较大的 

那一类。

有时为了方便，将权值向量和输入向量加以扩充，仍记作孙x,即?®⑴, 

加)…心⑺㈤、 / =(小)加2),...《(叫1尸。这时，逻辑斯谛回归模型如下：

a r . 、 exp(w •力) /八
P(Y = 1⑻=--(6.5 

' 17 1 + exp(w • x) ' ，

1
P(K = O|rr) = -----------7--------r (6.6)

' 1 7 1 + exp(w •/) ' )

现在考查逻辑斯谛回归模型的特点。一个事件的几率(odds)是指该事件发生的 

概率与该事件不发生的概率的比值。如果事件发生的概率是0,那么该事件的几率是 

1 P ,该事件的对数几率(log odds)或logit函数是 

1—0

p 
logit (p) = log -------

1 —P
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对逻辑斯谛回归而言，由式(6.5)与式(6.6)得

P(F = 1⑶
og]_p(y = 1⑶ =w • x

这就是说，在逻辑斯谛回归模型中，输出y = 1的对数几率是输入I的线性函数。或 

者说，输出y = 1的对数几率是由输入/的线性函数表示的模型，即逻辑斯谛回归 

模型。

换一个角度看，考虑对输入1进行分类的线性函数W•勖其值域为实数域。注 

意，这里I e R九+1, w G Rn+1o通过逻辑斯谛回归模型定义式(6.5)可以将线性函数 

w • I转换为概率：
P(V = lkr)= exp伽•/) 

( U - 1 + exp(w ■劣)

这时，线性函数的值越接近正无穷，概率值就越接近1；线性函数的值越接近负无穷, 

概率值就越接近0 (如图6.1所示)。这样的模型就是逻辑斯谛回归模型。

6.1.3模型参数估计

逻辑斯谛回归模型学习时，对于给定的训练数据集T = {31,阴),(力242), • • •, 

Qn,vn)}，其中，g e R% % e {0,1},可以应用极大似然估计法估计模型参数，从 

而得到逻辑斯谛回归模型。

设：

P(Y = 1 ⑶=7T(①))P(Y = 0 ⑶=1 — 7F(/)

似然函数为
N
H 阮(g)叫1 — 7T(g)]i-%
2=1

对数似然函数为

N
L[w} = £ [yi log7r(^) + (1 -仍)log(l -江(0))]

2=1

N 「 / \ "

E
_ 7T\Xi I \、

yi log -------- + log" - M0))
』L i - Wg) 」
N

=£ fei(w • Xi) - log(l + exp(w • Xi)]
i=l

对L(w)求极大值，得到w的估计值。
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这样，问题就变成了以对数似然函数为目标函数的最优化问题。逻辑斯谛回归学 

习中通常采用的方法是梯度下降法及拟牛顿法。

假设"的极大似然估计值是力，那么学到的逻辑斯谛回归模型为

p(y = 小)「"即
1 + exp(w • X)

P(F = 0")= -- -----二-- 7
1 + exp(w • X)

6.1.4多项逻辑斯谛回归

上面介绍的逻辑斯谛回归模型是二项分类模型，用于二类分类。可以将其推广为 

多项逻辑斯谛回归模型(multi-nominal logistic regression model),用于多类分类。假 

设离散型随机变量y的取值集合是口,2,-.，k},那么多项逻辑斯谛回归模型是

P(F = k|i) =——,k = l,2「..，K — l (6.7)

1 + £ exp(w/c • x) 
k=i

P(Y = K\x) =------7r----------------  (6.8)

1 + £ exp(w/c • x)
k=l

这里，+ G Rn+1,wfc 6 Rn+1o

二项逻辑斯谛回归的参数估计法也可以推广到多项逻辑斯谛回归。

6.2最大熔模型

最大嫡模型(maximum entropy model)由最大嫡原理推导实现。这里首先叙述 

一般的最大嫡原理，然后讲解最大嫡模型的推导，最后给出最大端模型学习的形式。

6.2.1 最大熔原理

最大嫡原理是概率模型学习的一个准则。最大嫡原理认为，学习概率模型时，在 

所有可能的概率模型(分布)中，嫡最大的模型是最好的模型。通常用约束条件来确 

定概率模型的集合，所以，最大燃原理也可以表述为在满足约束条件的模型集合中选 

取嫡最大的模型。
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假设离散随机变量X的概率分布是P(X),则其端(参照5.2.2节)是

H(P) = - £ PQ) log PQ) (6.9)
X

嫡满足下列不等式：

0 WH(P) Wlog|X|

式中，|X|是X的取值个数，当且仅当X的分布是均匀分布时右边的等号成立。这就 

是说，当X服从均匀分布时，嫡最大。

直观地，最大嫡原理认为要选择的概率模型首先必须满足已有的事实，即约束条 

件。在没有更多信息的情况下，那些不确定的部分都是“等可能的”。最大嫡原理通 

过嫡的最大化来表示等可能性。“等可能”不容易操作，而嫡则是一个可优化的数值 

指标。

首先，通过一个简单的例子来介绍一下最大嫡原理①。

例6.1假设随机变量X有5个取值{45。,，E},要估计取各个值的概率 

P(4),P(B),P(C),P(0,P(E)。

解这些概率值满足以下约束条件：

P ⑷ + P(B) + P(C) + P(D) + P(E) = 1

满足这个约束条件的概率分布有无穷多个。如果没有任何其他信息，仍要对概率分布 

进行估计，一个办法就是认为这个分布中取各个值的概率是相等的：

P ⑷=P(B) = P(C) = P(D) = P(E)=:

5

等概率表示了对事实的无知。因为没有更多的信息，这种判断是合理的。

有时，能从一些先验知识中得到一些对概率值的约束条件，例如：

P⑷ + P(B)=-

P ⑷ + P(B) + P(C) + F(L>) + P(E) = 1

满足这两个约束条件的概率分布仍然有无穷多个。在缺少其他信息的情况下，可以认 

为A与B是等概率的，C, D与E是等概率的，于是，

①此例来自参考文献[l]o
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P⑷=P(B)=-

7
P(C) = P(0 = P(E)=-

OU

如果还有第3个约束条件：

P(4) + F(C) = i

P⑷ + P(B)=-

P(4) + P(B) + P(C) + P(£>) + P(E) = 1

可以继续按照满足约束条件下求等概率的方法估计概率分布。这里不再继续讨论。以 

上概率模型学习的方法正是遵循了最大嫡原理。 ■

图6.2提供了用最大嫡原理进行概率模型选择的几何解释。概率模型集合。可由 

欧氏空间中的单纯形(simplex)①表示，如左图的三角形(2-单纯形)。一个点代表一 

个模型，整个单纯形代表模型集合。右图上的一条直线对应于一个约束条件，直线的 

交集对应于满足所有约束条件的模型集合。一般地，这样的模型仍有无穷多个。学习 

的目的是在可能的模型集合中选择最优模型，而最大嫡原理则给出最优模型选择的一 

个准则。

满足约束条件的模型集合

图6.2 概率模型集合

6.2.2 最大熠模型的定义

最大嫡原理是统计学习的一般原理，将它应用到分类得到最大嫡模型。

假设分类模型是一个条件概率分布P(y|X), X e c R-表示输入，y e，表 

示输出，无和，分别是输入和输出的集合。这个模型表示的是对于给定的输入X,以 

条件概率P(HX)输出

①单纯形是在n维欧氏空间中的n+1个仿射无关的点的集合的凸包。
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给定一个训练数据集

学习的目标是用最大嫡原理选择最好的分类模型。

首先考虑模型应该满足的条件。给定训练数据集，可以确定联合分布P(x,y)的 

经验分布和边缘分布p(x)的经验分布，分别以p(x,y)和户(X)表示。这里，

二… 一 、 〃(X = 0Y = u)
P(X = x,Y = y) =八——Q——红

二一 、 "(X = x)
P(X =乃=, ' n

其中，〃(X = x,Y = y)表示训练数据中样本34)出现的频数，“(X =为表示训练 

数据中输入2出现的频数，N表示训练样本容量。

用特征函数(feature function) 描述输入1和输出y之间的某一个事实。

其定义是
“ 、f 1, I与g满足某一事实

f(%u)= (
[0,否则

它是一个二值函数①，当/和?/满足这个事实时取值为1,否则取值为0o

特征函数/(巴切关于经验分布A(x,y)的期望值，用E^f)表示：

E0(f) = (+，y)f@,y)

与y

特征函数f(x,y)关于模型P(y|X)与经验分布网X)的期望值，用Ep(f)表示：

Ep(f) = £.—)P(g-, g)

如果模型能够获取训练数据中的信息，那么就可以假设这两个期望值相等，即

或

Ep⑴=与(/)

X.y

(6.10)

(6.11)

①一般地，特征函数可以是任意实值函数。
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我们将式(6.10)或式(6.11)作为模型学习的约束条件。假如有n个特征函数 

fi(x,y), 1 = 1,2,…，九,那么就有n个约束条件。

定义6.3 (最大炳模型) 假设满足所有约束条件的模型集合为

C = {Pe 巧Ep(九)=Epg : 12 …〃} (6.12)

定义在条件概率分布P(Y\X)上的条件嫡为

H(P) = - £ 户(z)P(g|c) log P(y\x) (6.13)

则模型集合C中条件嫡H(P)最大的模型称为最大嫡模型。式中的对数为自然对数。

6.2.3 最大熔模型的学习

最大嫡模型的学习过程就是求解最大端模型的过程。最大端模型的学习可以形式 

化为约束最优化问题。

对于给定的训练数据集T = {(%,物),…，(力n,2/n)}以及特征函数 

fNx,y), i = 1,2,…，n,最大嫡模型的学习等价于约束最优化问题：

max H(P) = — £ P{x}P{y\x) log P{y\x)PEC X y

s.t. Ep(fi) = E0(Ji)> ，= …)rz

£p(") = i
y

按照最优化问题的习惯，将求最大值问题改写为等价的求最小值问题:

min —//(F) = 户(0口加2)1。8?(叫/) (6.14)
力v

s.t. Ep(fi) - EpUi) = 0, i = l,2,... ,n (6.15)

£?(对比)=1 (6.16)
y

求解约束最优化问题(6.14)〜(6.16),所得出的解，就是最大嫡模型学习的解。下 

面给出具体推导。

这里，将约束最优化的原始问题转换为无约束最优化的对偶问题①。通过求解对

①参阅附录C。
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偶问题求解原始问题。

首先，引进拉格朗日乘子孙呼1,3,…，叫，定义拉格朗日函数

L(P, w)三—H(P) + 期(1 - £ p(g⑻ j + £ 皿(石A5) - Ep(A)) 

\ y / i=i

=£ P[x}P(y\x) log P(y\x)+w0 (1 一 £ 尸―)j + 

X.y \ y /

£ 皿(£ 声3 y)九0 y) _£ P(x)P{y\x)fi(x, g)) 

。=1 \ x,y x,y /

(6.17)

最优化的原始问题是

对偶问题是

min max L(P, w)
Pec w

(6.18)

max min L(P, w) 
w pec

(6.19)

由于拉格朗日函数是P的凸函数，原始问题(6.18)的解与对偶问题 

(6.19)的解是等价的。这样，可以通过求解对偶问题(6.19)来求解原始问题(6.18)。

首先，求解对偶问题(6.19)内部的极小化问题典gZ/(R")。nnn L(F,w)是"的 
函数，将其记作 改 P‘

^(w) = min L(P, w) = £(/%；, w)
尸wc

双⑼称为对偶函数。同时，将其解记作

(6.20)

Pw = arg min L(F, w) = Pw[y\x) 
Pwc

(6.21)

具体地，求L(P)w)对P[y\x)的偏导数

dL(P, w) £ P(x) (log P(y\x) + 1) - £ 切0 - £ 卜⑺ £Wifi{x,y) 

y x,y \ i=l

=£ 户3)

3n

n
logF(z/|x) + l-w0 一 £ 她切(n,j) 

i=l

令偏导数等于0,在凤乃＞ 0的情况下，解得
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I £奶力(%。)+ 仅0 - i 
\i=l

exp I fwifK^y) 
\〃=1 
exp(l — wo)

由于 = 1,得
y

Pw{y\x) = z exp (£她右(叫。) 

\i=l

(6.22)

其中,

P(") = exp

^w(^) — ^2 
y

exp I
\i=l

(6.23)

zw(0称为规范化因子；Mx,n)是特征函数；她是特征的权值。由式(6.22).式(6.23) 

表示的模型Pw =为⑷为就是最大嫡模型。这里，w是最大炳模型中的参数向量。

之后，求解对偶问题外部的极大化问题

max 巩w)
W

将其解记为仅*,即

w* = arg max^(w) 
w

(6.24)

(6.25)

这就是说，可以应用最优化算法求对偶函数》®)的极大化，得到"*,用来表示 

P* € Co这里，P* = Pw.=4*(训/)是学习到的最优模型(最大嫡模型)。也就是说, 

最大嫡模型的学习归结为对偶函数V®)的极大化。

例6.2学习例6.1中的最大嫡模型。

解 为了方便，分别以阴,。2,明,％,?/5表示4, B, C,。和E,于是最大熠模型 

学习的最优化问题是

5
min -H(P) = £ P(?/J log P(明)

2=1
~ ~ 3S.t. P(2/l) + Pg = PM + A®2)=正 

5 5
£p(%)=£巨(%)=i 
2=1 2 = 1

引进拉格朗日乘子S), Wi，定义拉格朗日函数
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5
L(P)功)=£ P(yi) log P(yi) + wi 

i=l

根据拉格朗日对偶性，可以通过求解对偶最优化问题得到原始最优化问题的解, 

所以求解

max min L(F, w) 
w P

首先求解关于P的极小化问题。为此，固定皿）,wi，求偏导数:

dL(F, w)
hp(ui)

=1 + logF(7/i) + W1 + Wo

/L(P)W) r 】c/ \、 = 1 + log P®2)+ Wi + Wo 
dP(V2)

dL(P, w)
a。⑥ =1 + logP(?/3)+ wo

dL(P, w) z
~X- = 1 + log P(U4)+ Wo 

dP84)

dL(P, w) i i ~ \ 皿 、=1 + log P&5)+ Wo 
"45)

令各偏导数等于0,解得

P(yi) = F®2)= e—皿 io—I

P®3)= P®4)= P®5)= e_wo-1

于是,

min L(P,w) = L(Pw)w) = —2e_W1-Wo-1
1 3

-3e-Wo-1 - -wi - wo

再求解L（Pw）w）关于"的极大化问题:

maxL(/^) w) = —2e_W1-Wo-1 
w

3
—3e-w0-1 — —wi — wo

分别求“儿心）对如，W1的偏导数并令其为0,得到

e—Wi—Wo —1 3
20

7
-Wo-l _ __________

e
30



102 第6章 逻辑斯谛回归与最大嫡模型

于是得到所要求的概率分布为

3
P(gi)=—=而

7
PM = P(%) = P(y5)=正 ■OU

6.2.4极大似然估计

从以上最大嫡模型学习中可以看出，最大嫡模型是由式(6.22)、式(6.23)表示的 

条件概率分布。下面证明对偶函数的极大化等价于最大嫡模型的极大似然估计。

已知训练数据的经验概率分布户(X,y),条件概率分布p(y|x)的对数似然函数 

表示为

L "w) = log = £ 凤© g) logP(训力)

篇，y

当条件概率分布P[y\x')是最大埔模型(6.22)和(6.23)时，对数似然函数L式PQ为

Lp(Pw) = £ 网％, g)logP(g ⑶

X%〜 n 〜
=£户3。)£她力(力耳)一 £户(©9)麻2//)

x，y〜 嚎1 〜

=£户但切£她力(跖切一 £户⑺logZw⑺ (6.26)
x,y i=l x

再看对偶函数见刈。由式(6.17)及式(6.20)可得

见刈=£ P(x)Pw(y\x) log Pw[y\x) 4-

£她忧(比，切-52 P^)Pw(y\x)fi(x, y))

E=1 \x,y x,y /
n / n \

=£户3u)£助人(©g)+£户(/)%(")(log%(沙⑻—£她人(巴。)I 

x ,n i=i x\ 〃=i ✓
n

=£7(%。)£奶人(©切—£户(二)儿(对2)iogzw(N)

* V 0=1 X,y
n

=£ A(%g)£ 助力但 g) — £ 户⑺ logZwQ) (6.27)
x,y i=l x

最后一步用到£p(训，)= 1。

y
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比较式(6.26)和式(6.27),可得

见刈=£户⑸

既然对偶函数双W等价于对数似然函数乙户(凡)，于是证明了最大嫡模型学习中的 

对偶函数极大化等价于最大嫡模型的极大似然估计这一事实。

这样，最大埔模型的学习问题就转换为具体求解对数似然函数极大化或对偶函数 

极大化的问题。

可以将最大燃模型写成更一般的形式。

.3W) = % ；乃 exp 她 1(/,")) (6.28)

其中， n

Zw[x} = £ exp ( £ Wifi(x, y) j (6.29)

y \i=i /

这里，/e R"为输入，y € {1,2,…，K}为输出，w G Rn为权值向量，人(劣,切，i = 

m为任意实值特征函数。

最大嫡模型与逻辑斯谛回归模型有类似的形式，它们又称为对数线性模型(log 

linear model) o模型学习就是在给定的训练数据条件下对模型进行极大似然估计或正 

则化的极大似然估计。

6.3模型学习的最优化算法

逻辑斯谛回归模型、最大熠模型学习归结为以似然函数为目标函数的最优化问 

题，通常通过迭代算法求解。从最优化的观点看，这时的目标函数具有很好的性质。它 

是光滑的凸函数，因此多种最优化的方法都适用，保证能找到全局最优解。常用的方 

法有改进的迭代尺度法、梯度下降法、牛顿法或拟牛顿法。牛顿法或拟牛顿法一般收 

敛速度更快。

下面介绍基于改进的迭代尺度法与拟牛顿法的最大嫡模型学习算法。梯度下降法 

参阅附录A。

6.3.1 改进的迭代尺度法

改进的迭代尺度法(improved iterative scaling, IIS)是一种最大嫡模型学习的最 

优化算法。
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已知最大嫡模型为

M^)exp

其中，

对数似然函数为

zw(^) = £ 

y

exp I faifi(%y) 
\i=l

PU) (?/|*^)=
1

n
= £户（％沙）£助人（应。）一£ 户Q）iogz如（N） 

x,y i=l x

目标是通过极大似然估计学习模型参数，即求对数似然函数的极大值日。

IIS的想法是：假设最大场模型当前的参数向量是"=（仅1,加2,…，妫JT，我们希 

望找到一个新的参数向量M + 8 =（必+瓦山2 +品…，“1 + 0产，使得模型的对数 

似然函数值增大。如果能有这样一种参数向量更新的方法7 ： V - M + 6,那么就可以 

重复使用这一方法，直至找到对数似然函数的最大值。

对于给定的经验分布户（叫力，模型参数从"到徵+ 3对数似然函数的改变量是

£侬 + 6) - L(w) = £AQ,g)log%+6(g|%) - £户⑶g)log%®")
孙“ 力，夕

n
=£户出y) £ 何人(应妨—£ A⑺log 

x,y i=l x

^w+5 (^)
Zu (劣)

利用不等式

—log a》l 一% a > 0

建立对数似然函数改变量的下界：

L(w+5)-L(w)》£户(©妨£6/出动 + 1 — £户(0^±^ 

x,y 2=1 x ' /
n n

=£ y) £ 5ifi3 切+i -£ 户⑺ £ 儿(训4)exp £ 6/(% y) 
x、y i=l x y i=l

将右端记为

n n
A(6\w) = £P(%y)£%fi(%y) + 1 — £户⑸ 

x,期 i=l x y i=l
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于是有

L(w + 5) — L(w)》A(5|w)

即A((5|w)是对数似然函数改变量的一个下界。

如果能找到适当的B使下界A(J|w)提高，那么对数似然函数也会提高。然而，函 

数人(可口)中的8是一个向量，含有多个变量，不易同时优化。IIS试图一次只优化其 

中一个变量&,而固定其他变量与, l唉j。

为达到这一目的，ns进一步降低下界4可。)。具体地，iis引进一个量/#(©切，

f#(吃 y) = £­ ©") 

i

因为力是二值函数，故/#(应妨表示所有特征在(叫y)出现的次数。这样，A(6\w)可 

以改写为

n
43M = £ 网% y) £ y) + 1-

x、y i=l

£ 声⑺ £ Pw(y\x) exp (/#(/,期)X (6.30)

利用指数函数的凸性以及对任意*有
f#3y) 》。且2得普=1 这一事实,

根据Jensen不等式，得到

exp (£然李"#出访)w Xd：))-p(&尸⑶切)

于是式(6.30)可改写为

n

4%)》£ y) £ Hi® y) +1- 
xyy i=l

£户(2)£&(")£(#展[)) exp(&f#Q,g)) (6.31)

记不等式(6.31)右端为

B^\w) =£户(% g)£ 6ifi(x,。+1-£户3)£儿(")£(点联 [)) 
oc2=1 x y E=1

exp(&/#(©y))
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于是得到

L(w + 6) — L(w)》B((5|w)

这里，B(5|w)是对数似然函数改变量的一个新的(相对不紧的)下界。

求B0IM对&的偏导数：

的
=£户(与y) -£声⑺£儿伪⑶力但y)exp@/#3切) (6.32)

力 y

在式(6.32)里，除区外不含任何其他变量。令偏导数为0得到

£户⑺儿(U⑻力出g)exp(5"# (与切)=玲⑸ (6.33)
R，y

于是，依次对法求解方程(6.33)可以求出九

这就给出了一种求出的最优解的迭代算法，即改进的迭代尺度算法ns。

算法6.1 (改进的迭代尺度算法IIS)
输入：特征函数九九…，人;经验分布网x,y),模型外(")；

输出：最优参数值彷3最优模型凡*。

(1)对所有〃 €{1,2,…取初值她=0。

(2)对每一。€ {1,2, ,…，九}

(a)令6i是方程

£ A(/)P(g ⑻力⑵ 9)exp0"#(%g))=与(力) 

与y

的解，这里，
n

/#⑵妨=

2 = 1

(b)更新 Wi 值：Wi Wi + 6io

(3)如果不是所有Wi都收敛，重复步(2)o ■

这一算法关键的一步是(a),即求解方程(6.33)中的&。如果/#(),切是常数，即 

对任何叫“有于#(x,y) = M,那么&可以显式地表示成

%= (6.34)

如果/#(应切不是常数，那么必须通过数值计算求生。简单有效的方法是牛顿法。
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以g（6） = 0表示方程（6.33）,牛顿法通过迭代求得年，使得g（或） = 0。迭代公式是

(6.35)

只要适当选取初始值其°）,由于展的方程（6.33）有单根，因此牛顿法恒收敛，而且收 

敛速度很快。

6.3.2拟牛顿法

最大燧模型学习还可以应用牛顿法或拟牛顿法。参阅附录B。 

对于最大嫡模型而言，

exp

（训/）=

（£她人（叫切 

\i=l

£exp 
y

（工助力（叫沙）

目标函数:

min 
weRn

fM = £ 户⑺ log £ exp 
力 y

（£助力位妨 

\i=l

n
—£ y) £奶人出y)

x,y i=l

其中

梯度:

5(w)=
⑼ 8f(w) 3/(w)^t

1 ' 3w2 ' ' dwn )

喘口 = £ P(x)Pw(y\x)fi{x, y) - E a(九),i = ,n 

* %n

相应的拟牛顿法BFGS算法如下。

算法6.2 （最大炳模型学习的BFGS算法）

输入：特征函数九力,…，加 经验分布户出办 目标函数/（⑼，梯度g®） = 

V/（w）,精度要求£；

输出：最优参数值小；最优模型七*（训乃。

（1）选定初始点短（°）,取8o为正定对称矩阵，置k = 0；

（2）计算”=g（/））。若||g姗＜£，则停止计算，得"* ="⑻；否则转（3）；

（3）由 Bkpk = ~9k 求出 Pki
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（4） 一维搜索：求上使得

f (3)+ XkPk) = min/(w(fc) + Xpk)

（5）置切（k+1） — w（k） + Xkpk；

（6）计算gk+i=g（/k+i））,若|除+1||＜。则停止计算，得"*=加计1）；否贝I，
按下式求出Bk+1：

R _ D I VkV? Bk6k6^Bk 
“十】=" +海一飞w

其中,

Vk = 9k+! - 9k,涯="(*+D -

（7）置 k = a + i,转⑶。

本章概要

1 .逻辑斯谛回归模型是由以下条件概率分布表示的分类模型。逻辑斯谛回归模型 

可以用于二类或多类分类。

p(y =枷)= 之(桃・为,a”？…，K—1 

1 + £ exp(w/c • x)
k=l

p(y = k ⑻=—7r--------------

1 + ^2 exp®k • x) 
k=i

这里，I为输入特征，w为特征的权值。

逻辑斯谛回归模型源自逻辑斯谛分布，其分布函数尸（0是S形函数。逻辑斯谛 

回归模型是由输入的线性函数表示的输出的对数几率模型。

2 .最大嫡模型是由以下条件概率分布表示的分类模型。最大嫡模型也可以用于二 

类或多类分类。

%("")= Z ；乃 exp
她力（与切 

\i=l

Zw ⑺=^2 
y

exp ( £奶力(与g) 
\i=l

其中，Zw（x）是规范化因子，A为特征函数，她为特征的权值。
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3 .最大嫡模型可以由最大嫡原理推导得出。最大嫡原理是概率模型学习或估计的 

一个准则。最大端原理认为在所有可能的概率模型（分布）的集合中，嫡最大的模型 

是最好的模型。

最大嫡原理应用到分类模型的学习中，有以下约束最优化问题：

min —H(P) = £ 户⑶⑻ log P®⑶
*y

s.t. P(fi) — 0(fi) = 0, i = 1,2,-.­ ,n

= 1
y

求解此最优化问题的对偶问题得到最大嫡模型。

4 .逻辑斯谛回归模型与最大嫡模型都属于对数线性模型。

5 .逻辑斯谛回归模型及最大嫡模型学习一般采用极大似然估计，或正则化的极大 

似然估计。逻辑斯谛回归模型及最大端模型学习可以形式化为无约束最优化问题。求 

解该最优化问题的算法有改进的迭代尺度法、梯度下降法、拟牛顿法。

继续阅读

逻辑斯谛回归的介绍参见文献[1],最大嫡模型的介绍参见文献[2, 3]o逻辑斯谛 

回归模型与朴素贝叶斯模型的关系参见文献[4],逻辑斯谛回归模型与AdaBoost的关 

系参见文献[5],逻辑斯谛回归模型与核函数的关系参见文献[6]o

习 题

6.1 确认逻辑斯谛分布属于指数分布族。

6.2 写出逻辑斯谛回归模型学习的梯度下降算法。

6.3 写出最大嫡模型学习的DFP算法。（关于一般的DFP算法参见附录B）

参考文献

[1] Berger A, Della Pietra S D, Pietra V D. A maximum entropy approach to natural 
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cs .emu. edu / afs/cs/user / aberger / www/ps/scaling. ps.
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掘、推理与预测.范明，柴玉梅，咎红英等译.北京：电子工业出版社，2004.）
[4] Mitchell T M. Machine learning. McGraw-Hill Companies, Inc. 1997.（中译本：机器 

学习.北京：机械工业出版社，2003.）
[5] Collins M, Schapire R E, Singer Y. Logistic regression, AdaBoost and Bregman dis­

tances. Machine Learning, 2002, 48（1-3）: 253-285.
[6] Canu S, Smola A J. Kernel method and exponential family. Neurocomputing, 2005, 

69： 714-720.



第7章支持向量机

支持向量机(support vector machines, SVM)是一种二类分类模型。它的基本模 

型是定义在特征空间上的间隔最大的线性分类器，间隔最大使它有别于感知机；支持 

向量机还包括核技巧，这使它成为实质上的非线性分类器。支持向量机的学习策略就 

是间隔最大化，可形式化为一"^求解凸二次规划(convex quadratic programming)的 

问题，也等价于正则化的合页损失函数的最小化问题。支持向量机的学习算法是求解 

凸二次规划的最优化算法。

支持向量机学习方法包含构建由简至繁的模型：线性可分支持向量机(linear 
support vector machine in linearly separable case)、线性支持向量机(linear support 
vector machine)以及非线性支持向量机(non-linear support vector machine) o 简单 

模型是复杂模型的基础，也是复杂模型的特殊情况。当训练数据线性可分时，通过硬 

间隔最大化(hard margin maximization),学习一•个线性的分类器，即线性可分支 

持向量机，又称为硬间隔支持向量机；当训练数据近似线性可分时，通过软间隔最大 

化(soft margin maximization),也学习一个线性的分类器，即线性支持向量机，又称 

为软间隔支持向量机；当训练数据线性不可分时，通过使用核技巧(kernel trick)及软 

间隔最大化，学习非线性支持向量机。

当输入空间为欧氏空间或离散集合、特征空间为希尔伯特空间时，核函数(kernel 
function)表示将输入从输入空间映射到特征空间得到的特征向量之间的内积。通过 

使用核函数可以学习非线性支持向量机，等价于隐式地在高维的特征空间中学习线性 

支持向量机。这样的方法称为核技巧。核方法(kernel method)是比支持向量机更为 

一般的机器学习方法。

Cortes与Vapnik提出线性支持向量机，Boser> Guyon与Vapnik又引入核技巧, 

提出非线性支持向量机。

本章按照上述思路介绍3类支持向量机、核函数及一种快速学习算法——序列 

最小最优化算法(SMO)o
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7.1 线性可分支持向量机与硬间隔最大化

7.1.1 线性可分支持向量机

考虑一个二类分类问题。假设输入空间与特征空间为两个不同的空间。输入空间 

为欧氏空间或离散集合，特征空间为欧氏空间或希尔伯特空间。线性可分支持向量机、 

线性支持向量机假设这两个空间的元素一一对应，并将输入空间中的输入映射为特征 

空间中的特征向量。非线性支持向量机利用一个从输入空间到特征空间的非线性映射 

将输入映射为特征向量。所以，输入都由输入空间转换到特征空间，支持向量机的学 

习是在特征空间进行的。

假设给定一个特征空间上的训练数据集

T = {（21,阴），（22,。2）,…，Qn,2/n）}

其中，g£* = R<%€ ' = { + 1,—1}, 1=1,2,…，N。Xi为第，个特征向量，也 

称为实例，Vi为3的类标记。当% = +1时，称g为正例；当班 = -1时，称g为 

负例。（&加称为样本点。再假设训练数据集是线性可分的（见定义2.2）。

学习的目标是在特征空间中找到一个分离超平面，能将实例分到不同的类。分离 

超平面对应于方程w • x + b = 0,它由法向量位和截距b决定，可用（犯6）来表示。 

分离超平面将特征空间划分为两部分，一部分是正类，一部分是负类。法向量指向的 

一侧为正类，另一侧为负类。

一般地，当训练数据集线性可分时，存在无穷个分离超平面可将两类数据正确分 

开。感知机利用误分类最小的策略，求得分离超平面，不过这时的解有无穷多个。线 

性可分支持向量机利用间隔最大化求最优分离超平面，这时，解是唯一的。

定义7.1 （线性可分支持向量机） 给定线性可分训练数据集，通过间隔最大化或 

等价地求解相应的凸二次规划问题学习得至!］的分离超平面为

3*・？ + 6* = 0 （7.1）

以及相应的分类决策函数

f（x） = sign®* • / + b*） （7.2）

称为线性可分支持向量机。

考虑如图7.1所示的二维特征空间中的分类问题。图中“。”表示正例，“X”表示 

负例。训练数据集线性可分，这时有许多直线能将两类数据正确划分。线性可分支持 

向量机对应着将两类数据正确划分并且间隔最大的直线，如图7.1所示。
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间隔最大及相应的约束最优化问题将在下面叙述。这里先介绍函数间隔和几何间 

隔的概念。

7.1.2 函数间隔和几何间隔

在图7.1中，有4 B,。三个点，表示3个实例，均在分离超平面的正类一侧, 

预测它们的类。点4距分离超平面较远，若预测该点为正类，就比较确信预测是正确 

的；点C距分离超平面较近，若预测该点为正类就不那么确信；点B介于点4与C 

之间，预测其为正类的确信度也在A与。之间。

一般来说，一个点距离分离超平面的远近可以表示分类预测的确信程度。在超平 

面"• 1 + b = 0确定的情况下，W • 7 + ”能够相对地表示点N距离超平面的远近。 

而加・/ + b的符号与类标记y的符号是否一致能够表示分类是否正确。所以可用量 

y(w • 1 + b)来表示分类的正确性及确信度，这就是函数间隔(functional margin)的 

概念。

定义7.2(函数间隔) 对于给定的训练数据集T和超平面(皿b),定义超平面 

(叫6)关于样本点⑶加的函数间隔为

% = %® • g + 6) (7.3)

定义超平面(w)b)关于训练数据集T的函数间隔为超平面(w,6)关于T中所有 

样本点(如仍)的函数间隔之最小值，即

(7.4)

函数间隔可以表示分类预测的正确性及确信度。但是选择分离超平面时，只有函 

数间隔还不够。因为只要成比例地改变徵和b,例如将它们改为2w和26,超平面并 
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没有改变，但函数间隔却成为原来的2倍。这一事实启示我们，可以对分离超平面的 

法向量"加某些约束，如规范化，||切| = 1,使得间隔是确定的。这时函数间隔成为几 

何间隔（geometric margin）。

图7.2给出了超平面（w,6）及其法向量加。点/表示某一实例其类标记为 

%=+1。点4与超平面（sb）的距离由线段45给出，记作伙。

w b
7i = H~H • g + n~h w w

其中，IIMI为"的上2范数。这是点A在超平面正的一侧的情形。如果点A在超平面 

负的一侧，即例=-1,那么点与超平面的距离为

bw
7i = ~ WII .g卡IH

一般地，当样本点（&,依）被超平面（w5&）正确分类时，点g与超平面（w,b）的 

距离是

= Vi
w b
—• Xi + —
w w

由这一事实导出几何间隔的概念。

定义7.3（几何间隔） 对于给定的训练数据集T和超平面（叫b）,定义超平面 

（w,6）关于样本点（吃加的几何间隔为

(7⑸

定义超平面（w）b）关于训练数据集T的几何间隔为超平面（叱b）关于T中所有 

样本点（羯为）的几何间隔之最小值，即

=苴2 (7.6)
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超平面（叫6）关于样本点（0,%）的几何间隔一般是实例点到超平面的带符号的 

距离（signed distance）,当样本点被超平面正确分类时就是实例点到超平面的距离。

从函数间隔和几何间隔的定义（式（7.3）〜式（7.6））可知，函数间隔和几何间隔有 

下面的关系：

* = O 67）

7 = W 6 8）

如果||w|| = 1,那么函数间隔和几何间隔相等。如果超平面参数出和b成比例地改 

变（超平面没有改变），函数间隔也按此比例改变，而几何间隔不变。

7.1.3间隔最大化

支持向量机学习的基本想法是求解能够正确划分训练数据集并且几何间隔最大 

的分离超平面。对线性可分的训练数据集而言，线性可分分离超平面有无穷多个（等 

价于感知机），但是几何间隔最大的分离超平面是唯一的。这里的间隔最大化又称为 

硬间隔最大化（与将要讨论的训练数据集近似线性可分时的软间隔最大化相对应）。

间隔最大化的直观解释是：对训练数据集找到几何间隔最大的超平面意味着以充 

分大的确信度对训练数据进行分类。也就是说，不仅将正负实例点分开，而且对最难 

分的实例点（离超平面最近的点）也有足够大的确信度将它们分开。这样的超平面应 

该对未知的新实例有很好的分类预测能力。

1-最大间隔分离超平面

下面考虑如何求得一个几何间隔最大的分离超平面，即最大间隔分离超平面。具 

体地，这个问题可以表示为下面的约束最优化问题：

max 7
(w b \

s t. yi 27) i = 12 …

(7⑼

(7.10)

即我们希望最大化超平面（w,6）关于训练数据集的几何间隔力约束条件表示的是超 

平面（叫与关于每个训练样本点的几何间隔至少是X

考虑几何间隔和函数间隔的关系式（7.8）,可将这个问题改写为

人
7max

叫 b ||w||
s.t. yi(w • g + b)》5, 4 = 1,2,…，N

(7.U)

(7.12)
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函数间隔7的取值并不影响最优化问题的解。事实上，假设将w和b按比例改 

变为Aw和Xb,这时函数间隔成为A70函数间隔的这一改变对上面最优化问题的不 

等式约束没有影响，对目标函数的优化也没有影响，也就是说，它产生一个等价的最

优化问题。这样，就可以取力=1。将夕=1代入上面的最优化问题，注意到最大化
1 1
占 和最小化^||w||2是等价的，于是就得到下面的线性可分支持向量机学习的最优
出I 2

化问题：

min ^||w||2 (7.13)
w,6 2

s.t. yi{w • g + b) — 120) ，= 1,2)…,N (7.14)

这是一个凸二次规划 (convex quadratic programming)问题。

凸优化问题是指约束最优化问题

min 
w

S.t.

(7.15)

^i(w) < 0, 〃 =12 …)k (7.16)

hi[w} = 0, i = 1,2,…八 (7.17)

其中，目标函数/(W和约束函数仇(如)都是R"上的连续可微的凸函数，约束函数 

心®)是Rn上的仿射函数①。

当目标函数/(M是二次函数且约束函数比®)是仿射函数时，上述凸最优化问 

题成为凸二次规划问题。

如果求出了约束最优化问题(7.13)〜(7.14)的解"*,6*,那么就可以得到最大间隔 

分离超平面U?* •①+ b* = 0及分类决策函数f⑺=sign®* • 1 + b*),即线性可分支 

持向量机模型。

综上所述，就有下面的线性可分支持向量机的学习算法——最大间隔法(maximum 

margin method)。

算法7.1 (线性可分支持向量机学习算法——最大间隔法)

输入：线性可分训练数据集T = {Qi,阴)，(优2,故)，…，(优n,vn)}，其中，g €

输出：最大间隔分离超平面和分类决策函数。

①f⑺称为仿射函数，如果它满足/(x) = Q・N + b, Q e R% b € R, N € RA
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(1)构造并求解约束最优化问题：

.1 .mm - w
w,6 2

s.t. yi(w • g + b) — 120) % = I?…, N

求得最优解w*56*o

(2)由此得到分离超平面:

4• 1 + b* = 0

分类决策函数

/(c) = sign(w* • x + 6*)

2.最大间隔分离超平面的存在唯一性

线性可分训练数据集的最大间隔分离超平面是存在且唯一的。

定理7.1 (最大间隔分离超平面的存在唯一性) 若训练数据集T线性可分，则 

可将训练数据集中的样本点完全正确分开的最大间隔分离超平面存在且唯一。

证明 (1)存在性

由于训练数据集线性可分，所以算法7.1中的最优化问题(7.13)〜(7.14) 一定 

存在可行解。又由于目标函数有下界，所以最优化问题(7.13)〜(7.14)必有解，记作 

(w*,6*)o由于训练数据集中既有正类点又有负类点，所以(w,b) = (0,b)不是最优化 

的可行解，因而最优解(仅*,及)必满足加*#0。由此得知分离超平面的存在性。

(2)唯一性

首先证明最优化问题(7.13)~(7.14)解中w*的唯一性。假设问题(7.13)~(7.14) 

存在两个最优解(所，6)和®%防)。显然1Mli = ||晒|| = &其中c是一个常数。令 

加=喧奢，6 =易知(叱匕)是问题(7.13)〜(7.14)的可行解，从而有

c& ihi w jn^iii+ |ii^2II =c

上式表明，式中的不等号可变为等号，即IIM = |||w*|| + |||w；||,从而有叫= 

丸川，|A| = 1。若入=-1,则仅=0, (w,b)不是问题(7.13)~(7.14)的可行解,矛盾。 

因此必有1=1,即

Wi = W2

由此可以把两个最优解(此位)和(妫谊)分别写成屈)和("*,好)。再证 

b； = 620设*和必是集合｛xi\yi = +1｝中分别对应于和(w*,62)使得问 
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题的不等式等号成立的点，说,和 也 是集合%=-1}中分别对应于（徵*,蚌）和 

®*，位）使得问题的不等式等号成立的点，则由g = 一;侬*・& +对♦婢），好=

-；（w* • + W* •达），得

⑻一防=-1[w* •（&一4） + “ •（婢一域）]

又因为

w* • xr2 + 1 = w* * x[ +

w* • x,1+b^l = w* * xf2 + b^

所以，w* • （* —b）=00同理有w* •（说—埼）=0o因此，

/一防=0

由叫;=和g =好可知，两个最优解（孙\好）和（饭3好）是相同的，解的唯一性 

得证。

由问题（7.13）-（7.14）解的唯一性即得分离超平面是唯一的。

（3）分离超平面能将训练数据集中的两类点完全正确地分开。

由解满足问题的约束条件即可得知。 ■

3.支持向量和间隔边界

在线性可分情况下，训练数据集的样本点中与分离超平面距离最近的样本点的实例 

称为支持向量（support vector）。支持向量是使约束条件式（7.14）等号成立的点，即

Vi{w • g + b） — 1 = 0

对仍=+1的正例点，支持向量在超平面

: w • x + b = 1

上，对比 = -1的负例点，支持向量在超平面

H2 ： w • x + b = —1

上。如图7.3所示，在必和 也 上的点就是支持向量。

注意到Hi和H2平行，并且没有实例点落在它们中间。在％与死之间形成一 

条长带，分离超平面与它们平行且位于它们中央。长带的宽度，即以与H2之间的距
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2
离称为间隔(margin)。间隔依赖于分离超平面的法向量如 等于 —o 和H2称

11^11
为间隔边界。

在决定分离超平面时只有支持向量起作用，而其他实例点并不起作用。如果移动 

支持向量将改变所求的解；但是如果在间隔边界以外移动其他实例点，甚至去掉这些 

点，则解是不会改变的。由于支持向量在确定分离超平面中起着决定性作用，所以将 

这种分类模型称为支持向量机。支持向量的个数一般很少，所以支持向量机由很少 

的“重要的”训练样本确定。

例7.1数据与例2.1相同。已知一个如图7.4所示的训练数据集，其正例点是 

的=(3,3产,数=(4,3尸,负例点是g=(1,1产，试求最大间隔分离超平面。

解 按照算法7.1,根据训练数据集构造约束最优化问题:

min 
w,b

S.t.

J（话+滋）

3wi + 3w2 + b）1

4wi + 3w2 + 621

—Wi —42 一 b21
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求得此最优化问题的解助="2 = ：，b = -2。于是最大间隔分离超平面为

卜⑴+卜⑵-2 = 0

其中，g = (3,3产与g = (151)T为支持向量。

7.1.4学习的对偶算法

为了求解线性可分支持向量机的最优化问题(7.13)〜(7.14),将它作为原始最优化 

问题，应用拉格朗日对偶性(参阅附录C),通过求解对偶问题(dual problem)得到 

原始问题(primal problem)的最优解，这就是线性可分支持向量机的对偶算法(dual 

algorithm) o这样做的优点，一是对偶问题往往更容易求解；二是自然引入核函数，进 

而推广到非线性分类问题。

首先构建拉格朗日函数(Lagrange function) o为此，对每一个不等式约束(7.14) 

引进拉格朗日乘子(Lagrange multiplier) 120,。= 1,2)♦ ♦ ♦ , N,定义拉格朗日

函数:

L(叫，a) = |||w|| 2
N

i=l

N
g + 与 + £ &

2=1
(7.18)

其中，Q = …,aN)T为拉格朗日乘子向量。

根据拉格朗日对偶性，原始问题的对偶问题是极大极小问题:

max min L(w,4 a) 
a w,b

所以，为了得到对偶问题的解，需要先求■叱A a)对犯6的极小，再求对a的极大。

⑴求 min L(w, b,a)
w,b

将拉格朗日函数L®4a)分别对w, b求偏导数并令其等于0o

VwL(w, b,a) = w

N
-£ = 0

2 = 1
N

NbL(w)b, a) = - £ QiVi = 0 
i=l

得
N

仅=£ aiyiXi 

i=l

(7.19)
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N
£ aiyi = 0 
i=l

(7.20)

将式(7.19)代入拉格朗日函数(7.18),并利用式(7.20),即得

、N N N I ( N
L(w)b)a) = %列(g •叼)一£a皿 £%勿叼

2=1 7 = 1 2=1 \ \/ = 1

]N N N
=%防(0 •叼)+ £7

i=l j=l 2=1

]N N N
^inL(w,&,a) = -/££&%•%为(0•%) + £ 

' i=lj=l 。=1

mm a。

(2)求minL(叫b, a)对a的极大,即是对偶问题 
w,b

max 
a

S.t.

、N N N
-5 £ £ 以%%均(&•叼)+ £ 8

2=1 j=l i=l
N
£ a，Vi = 0
2=1

a.20, i = 1)2)…)N

(7.21)

将式(7.21)的目标函数由求极大转换成求极小，就得到下面与之等价的对偶最优 

化问题：

mm 
a

£

 

1
 

一2 前
- 

\)/
4
 

2
♦ 

7
 

/(\

s.t.
O
 

-
・2

N
E

』

3
 

2
♦ 

7
 

/(\

N
 ♦ ♦ ♦2

 
IX- 

•2

即

5 
o
 

7 2
 * 

a

考虑原始最优化问题(7.13)〜(7.14)和对偶最优化问题(7.22)~(7.24),原始问题 

满足定理C.2的条件，所以存在加*,a*,0*，使a*是原始问题的解，a*,0*是对偶问题 

的解。这意味着求解原始问题(7.13)〜(7.14)可以转换为求解对偶问题(7.22)~(7.24)。

对线性可分训练数据集，假设对偶最优化问题(7.22)~(7.24)对。的解为a* = 
3；,防,…，a^)T,可以由0*求得原始最优化问题(7.13)~(7.14)对(w,6)的解 

w*,6*o有下面的定理。
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定理7.2 设a* =(由,至,…，好尸 是对偶最优化问题(7.22)〜(7.24)的解，则 

存在下标人使得璜＞ 0,并可按下式求得原始最优化问题(7.13)〜(7.14)的解功***:

N
w* = (7.25)

i=l

N
b* =%一 £可％(0 •叼) (7.26)

i=l

证明 根据定理C.3, KKT条件成立，即得

N
VwL(w\6*,a*) = w* — £碟%g = 0 (7.27)

2=1

N
3*,b*,a*) = —泌=0

2 = 1

■(%(仅* • 0 + b*) - 1) = 0,1 = 1,2)…,N

%(仅* •g + b*) —120)匕=12…，N

讨》0, 1 = 12…)N

由此得

w* = £琥仪©
i

其中至少有一个a* > 0 （用反证法，假设a* = 0,由式（7.27）可知"=0,而"* = 0

不是原始最优化问题（7.13）〜（7.14）的解，产生矛盾），对此,有

y,（w* •叼 + 6*） — 1 = 0

将式（7.25）代入式（7.28）并注意到?/2 = 1,即得

N
b* =Vj %）

2=1

由此定理可知，分离超平面可以写成

N

i=l

(7.28)

(7.29)
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分类决策函数可以写成

(7.30)

这就是说，分类决策函数只依赖于输入力和训练样本输入的内积。式（7.30）称为线性 

可分支持向量机的对偶形式。

综上所述，对于给定的线性可分训练数据集，可以首先求对偶问题（7.22）~（7.24） 
的解a*;再利用式（7.25）和式（7.26）求得原始问题的解"*, 6*；从而得到分离超平面 

及分类决策函数。这种算法称为线性可分支持向量机的对偶学习算法，是线性可分支 

持向量机学习的基本算法。

算法7.2 （线性可分支持向量机学习算法）

输入：线性可分训练集7=｛（7Qn'On）｝，其中gW% = R 
% e' = ｛-1,+1｝，。= 1,2,…，N；

输出：分离超平面和分类决策函数。

（1）构造并求解约束最优化问题

min
a

]N N N
5 £ £ m%%%(0 •叼)­ £ &

S.t.

z=l j = l
N
£ a 诙=0
i=l
a，20, i = 12 …)N

求得最优解a 
（2）计算

* = (a"a"..工打尸。

N
w* =工讨仍g 

i=l

并选择a*的一个正分量a； > 0,计算

N

b* =Vj %)

i=l

（3）求得分离超平面

C • i + b* = 0

分类决策函数：

/⑺=sign（w* • x + 6*）

在线性可分支持向量机中，由式（7.25）、式（7.26）可知，w*和b*只依赖于训练

2=1
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数据中对应于臂> o的样本点 ⑶加,而其他样本点对W*和b*没有影响。我们将 

训练数据中对应于a： >0的实例点g G Rn称为支持向量。

定义7.4 (支持向量) 考虑原始最优化问题(7.13)〜(7.14)及对偶最优化问题 

(7.22)〜(7.24),将训练数据集中对应于a* >0的样本点(0,%)的实例g G Rn称为 

支持向量。

根据这一定义，支持向量一定在间隔边界上。由KKT互补条件可知，

球(比(”・g+ 6*) —1) = 0, i = l,2，…，N

对应于碟>0的实例Q,有

Vig* • g + b*) - 1 = 0

或

• Xi + b* = ±1

即g 一定在间隔边界上。这里的支持向量的定义与前面给出的支持向量的定义是一 

致的。

例7.2训练数据与例7.1相同。如图7.4所示，正例点是的=(3,3产，雹= 

(4,3尸，负例点是g = (l, 1产，试用算法7.2求线性可分支持向量机。

解 根据所给数据，对偶问题是

mm 
a

N
E

』 

- 
\)/• J・•2%(・2%

以 

N
E

』 

1
 -
2

S.t.

=­—• (18q^ + 25a； + 2ct| + 42al02 — 12al— 14a2Q3) — a1一&2 一 口3

阳+9一&3 = 0
205 "123

解这 取优化问题。将=3+9代入目标函数并记为

S
31)为)=4q； + 苧通 + 10因@2 - 2al — 2a2

对求偏导数并令其为0,易知S(Qi,a2)在点 

约束条件920,所以最小值应在边界上达到。

3 \T
1)取极值，但该点不满足

当ai = 0时，最小值s 

于是 s(ai,a2)在 M = 0 a2

2
—；当。2 = 0时,最小值S XO

=0达到最小，此时
1

3 =% +=]

1
4
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这样，由=0=：对应的实例点叫出3是支持向量。根据式（7.25）和式（7.26） 

计算得
= w2 = |

6* = -2

分离超平面为

分类决策函数为

卜⑴+卜⑵-2 = 0

/⑻=sign *+

对于线性可分问题，上述线性可分支持向量机的学习（硬间隔最大化）算法是完 

美的。但是，训练数据集线性可分是理想的情形。在现实问题中，训练数据集往往是 

线性不可分的，即在样本中出现噪声或特异点。此时，有更一般的学习算法。

7.2线性支持向量机与软间隔最大化

7.2.1 线性支持向量机

线性可分问题的支持向量机学习方法，对线性不可分训练数据是不适用的，因为 

这时上述方法中的不等式约束并不能都成立。怎么才能将它扩展到线性不可分问题 

呢？这就需要修改硬间隔最大化，使其成为软间隔最大化。

假设给定一个特征空间上的训练数据集

T = {Q1,阴）,（数,U2）,…，（力N, UN）}

其中，© G £ = R% % C V = {+1,-1}, i = 1,2,…，N, g 为第。个特征向量，比 

为g的类标记。再假设训练数据集不是线性可分的。通常情况是，训练数据中有一些 

特异点（outlier）,将这些特异点除去后，剩下大部分的样本点组成的集合是线性可 

分的。

线性不可分意味着某些样本点（©,%）不能满足函数间隔大于等于1的约束条件 

（7.14）。为了解决这个问题，可以对每个样本点（0,％）引进一个松弛变量专20,使 

函数间隔加上松弛变量大于等于1。这样，约束条件变为

%® • g + b）》1 一 &
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同时，对每个松弛变量支付一个代价金。目标函数由原来的^||w||2变成

1 N

+ (7.31)
，=1

这里，C > 0称为惩罚参数，一般由应用问题决定，C值大时对误分类的惩罚增大，C 
值小时对误分类的惩罚减小。最小化目标函数(7.31)包含两层含义：使i||w||2尽量 

小即间隔尽量大，同时使误分类点的个数尽量小，。是调和二者的系数。

有了上面的思路，可以和训练数据集线性可分时一样来考虑训练数据集线性不可 

分时的线性支持向量机学习问题。相应于硬间隔最大化，它称为软间隔最大化。

线性不可分的线性支持向量机的学习问题变成如下凸二次规划(convex quadratic 

programming)问题(原始问题)：

1 n

min -||w||2 + C£^ (7.32)
2 = 1

S.t. yi(w • g + b)21 — % = 1)2)…)N (7.33)

t = 12 …)N (7.34)

原始问题(7.32)~(7.34)是一个凸二次规划问题，因而关于(皿4。的解是存在 

的。可以证明W的解是唯一的，但b的解可能不唯一，而是存在于一个区间［川。

设问题(7.32)〜(7.34)的解是仅*, 6*,于是可以得到分离超平面"* •①+ b* = 0 

及分类决策函数〃乃=sign®*・，+ 6*)。称这样的模型为训练样本线性不可分时的 

线性支持向量机，简称为线性支持向量机。显然，线性支持向量机包含线性可分支持 

向量机。由于现实中训练数据集往往是线性不可分的，线性支持向量机具有更广的适 

用性。

下面给出线性支持向量机的定义。

定义7.5 (线性支持向量机) 对于给定的线性不可分的训练数据集，通过求解凸 

二次规划问题，即软间隔最大化问题(7.32)〜(7.34),得到的分离超平面为

w* • x + b* = 0 (7.35)

以及相应的分类决策函数

/(1)=sign(w* • x + &*) (7.36)

称为线性支持向量机。
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7.2.2学习的对偶算法

原始问题(7.32)〜(7.34)的对偶问题是

mm 
a

]N N N
江£以%%% (0•叼)—〉：&

0=1 j = l i=l

S.t.

N
£ aiyi = 0
i=l

o W / < G ，= 12 …，N

(7.37)

(7.38)

(7.39)

原始最优化问题(7.32)〜(7.34)的拉格朗日函数是

] N N N
L{w,b,^a^') = -\\w\\2+-胡 • g+b) — l + &) — £的& (7.40) 

i=l i=l i=l

其中，OLi>0)曲》0o

对偶问题是拉格朗日函数的极大极小问题。首先求■见4您以由)对叱的极

小，由
N

VwL(w, A & 必 〃)="一 £ 3yi% = 0 
i=l

N
NbL(w)b,您必由)=一 £ diVi = 0 

i=l
V^.L(w5“您叫〃)= C - a, 一 %=0

得
N

4=£ QiViXi 
i=l

N
£ ouyi = 0
i=l

C - oti - m = U

(7.41)

(7.42)

(7.43)

将式(7.41)〜(7.43)代入式(7.40),得

]N N N
min L(w)b&a/i)= 一大 $2•叼)+ $2& 

i=l j=l i—\

再对min L(w,6,^, a,/i)求a的极大，即得对偶问题: 
叫，§
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max 
a

1 N N N4SE 依勿(g •叼)+〉： ❷

S.t.

i=l j=l
N
£ gyi = 0
i=l

C — a, — m = U

2 = 1

(7.44)

(7.45)

(7.46)

a。20 (7.47)

内》0, I = 1)2)…)N (7.48)

将对偶最优化问题(7.44)〜(7.48)进行变换：利用等式约束(7.46)消去生，从而 

只留下变量色，并将约束(7.46)〜(7.48)写成

0 < & W。 (7.49)

再将对目标函数求极大转换为求极小，于是得到对偶问题(7.37)〜(7.39)。

可以通过求解对偶问题而得到原始问题的解，进而确定分离超平面和决策函数。 

为此，就可以定理的形式叙述原始问题的最优解和对偶问题的最优解的关系。

定理7.3 设a* =(何,遐…，叫)T是对偶问题(7.37)〜(7.39)的一个解，若存 

在a*的一个分量 若，0 ＜用＜ C 则原始问题(7.32)〜(7.34)的解w*,b*可按下式 

求得:
N

w* = /& (7.50)
2=1

N
b* = Vj - •%)

i=l
(7.51)

证明 原始问题是凸二次规划问题，解满足KKT条件。即得

N

▽ = o
2=1

(7.52)

N

*) = 一 = o

▽亚(仅***代*,0*,/1*) = C —a* —4* =0

屈(%”・g + b*)-1+琦)=0

或琮=0

(7.53)

(7.54)
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•"/）-1 +募》0 

球20 

球》。

说》0, :1,2,…，N

由式（7.52）易知式（7.50）成立。再由式（7.53）〜（7.54）可知，若存在璜，0 <璘<

C,则为®* • g +垓）—1 = 0。由此即得式（7.51）。 ■

由此定理可知，分离超平面可以写成

N
£璐％(力• g) + b* = 0 
i=l

(7.55)

分类决策函数可以写成

/(①)=sign (£可物(2 • g) + b*
\i=l

(7.56)

式（7.56）为线性支持向量机的对偶形式。

综合前面的结果，有下面的算法。

算法7.3 （线性支持向量机学习算法）

输入:训练数据集T = {（优1,见）,（C242）,…,（名—劭7）}，其中，g € £ = R%
= {-1,+1}, E = l,2,…，N；

输出：分离超平面和分类决策函数。

（1）选择惩罚参数C > 0,构造并求解凸二次规划问题

mm 
a

s.t.

・ 

5Z 

.2 

2
 

勿 

- 

♦2
V
 

・2
 

%
叱

=OG
 

N

E

;

 

<

八 

N
E
E N
e
-T 

〃 

1
 

一2
 

N

N
E
0- 

N

求得最优解a* = （M,酥。后尸。

N
⑵计算w* = >」a；yiXi

i=l
选择a*的一个分量a；适合条件0 < a； < C,计算 J J
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N

b* = Vj — •叼)

2=1

(3)求得分离超平面 

川•归+/=0

分类决策函数：

f ⑺—sign®* • x + 6*)

步骤(2)中，对任一适合条件0 < q； < C的由，按式(7.51)都可求出b*,从理 

论上，原始问题(7.32)〜(7.34)对b的解可能不唯一回，然而在实际应用中，往往只 

会出现算法叙述的情况。

7.2.3支持向量

在线性不可分的情况下，将对偶问题(7.37)~(7.39)的解a* = …，球^尸

中对应于a* > 0的样本点(0,%)的实例Xi称为支持向量(软间隔的支持向量)。如 

图7.5所示，这时的支持向量要比线性可分时的情况复杂一些。图中，分离超平面由 

实线表示，间隔边界由虚线表示，正例点由“。”表示，负例点由“x”表示。图中还标 
出了实例0到间隔边界的距离生。

11^11

图7.5 软间隔的支持向量

软间隔的支持向量0或者在间隔边界上，或者在间隔边界与分离超平面之间, 

或者在分离超平面误分一侧。若璞< C,则& = 0,支持向量g恰好落在间隔边 

界上；若璘=C, 0 < & < 1，则分类正确，g在间隔边界与分离超平面之间；若 

a* = C, & = 1,则g在分离超平面上；若若=C, & > 1，则0位于分离超平面误 

分一侧。
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7.2.4合页损失函数

对于线性支持向量机学习来说，其模型为分离超平面仅* • 3 + 6* = 0及决策函数 

/3) = sign(a* ・％ + /),其学习策略为软间隔最大化，学习算法为凸二次规划。

线性支持向量机学习还有另外一种解释，就是最小化以下目标函数：

N
£ [1 - %® • Xi + 叽 + A||w||2 
i=l

目标函数的第1项是经验损失或经验风险，函数

(7.57)

L(y(w • x + 6)) = [1 - y(w • x + 6)]+ (7.58)

称为合页损失函数(hinge loss function)。下标“ + ”表示以下取正值的函数。

z > 0
(7.59)

0, z < 0

这就是说，当样本点(g,%)被正确分类且函数间隔(确信度)y^w・g + 6)大于1 

时，损失是0,否则损失是1 一 yi(w - Xi + b)。注意到在图7.5中的实例点x4被正确 

分类，但损失不是0。目标函数的第2项是系数为小的"的%范数，是正则化项。

定理7.4 线性支持向量机原始最优化问题：

1 N
min 5M(7.60)
32 M

s.t. y/w • g + b)21 一 ，= 1,2)…,N (7.61)

1 = …)N (7.62)

等价于最优化问题

N
min T [1 - Vig • 0 + 则+ + A||w||2 (7.63)
w,b Ti=l

证明 可将最优化问题(7.63)写成问题(7.60)〜(7.62)。令

[1 - yig • g + 则+ = (7.64)
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则 &》0,式(7.62)成立。由式(7.64),当 1 一 ji(w • g + b) > 0 时，有 y《w • g + b)= 

1 -&；当 1 _y/w • 0 + b) W 0 时，& = 0,有 Vi{w • 0 + b)》1 - &。故式(7.61)成 

立。于是w,仇金满足约束条件(7.61)~(7.62)。所以最优化问题(7.63)可写成

min 
w,b

N

E^ + A||w||2 
i=l

若取入=白，则

与式(7.60)等价。

min
i=l

i N
-Q I -||w||2 + C1

反之，也可将最优化问题(7.60)〜(7.62)表示成问题(7.63)o ■

合页损失函数的图形如图7.6所示，横轴是函数间隔y{wx + b),纵轴是损失。 

由于函数形状像一个合页，故名合页损失函数。

图中还画出0-1损失函数，可以认为它是二类分类问题的真正的损失函数，而 

合页损失函数是0-1损失函数的上界。由于0-1损失函数不是连续可导的，直接优 

化由其构成的目标函数比较困难，可以认为线性支持向量机是优化由0-1损失函数 

的上界(合页损失函数)构成的目标函数。这时的上界损失函数又称为代理损失函 

数 (surrogate loss function)。

图7.6 合页损失函数

图7.6中虚线显示的是感知机的损失函数[-^(w • g + 6)] + o这时，当样本点 

加被正确分类时，损失是0,否则损失是-防® • 0 + 6)。相比之下，合页损失函 

数不仅要分类正确，而且确信度足够高时损失才是0。也就是说，合页损失函数对学习 

有更高的要求。
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7.3非线性支持向量机与核函数

对解线性分类问题，线性分类支持向量机是一种非常有效的方法。但是，有时分 

类问题是非线性的，这时可以使用非线性支持向量机。本节叙述非线性支持向量机, 

其主要特点是利用核技巧（kernel trick）。为此，先要介绍核技巧。核技巧不仅应用于 

支持向量机，而且应用于其他统计学习问题。

7.3.1 核技巧

1 .非线性分类问题

非线性分类问题是指通过利用非线性模型才能很好地进行分类的问题。先看一个 

例子：如图7.7左图，是一个分类问题，图中“ •”表示正实例点，“x”表示负实例点。 

由图可见，无法用直线（线性模型）将正负实例正确分开，但可以用一条椭圆曲线（非 

线性模型）将它们正确分开。

一般来说，对给定的一个训练数据集T = ｛（的,如）,（22,2/2）,・-，（，n,Un）｝，其 

中，实例g属于输入空间，对应的标记有两类% i =

1,2, …，N。如果能用R"中的一个超曲面将正负例正确分开，则称这个问题为非线 

性可分问题。

图7.7 非线性分类问题与核技巧示例

非线性问题往往不好求解，所以希望能用解线性分类问题的方法解决这个问题。 

所采取的方法是进行一个非线性变换，将非线性问题变换为线性问题，通过解变换后 

的线性问题的方法求解原来的非线性问题。对图7.7所示的例子，通过变换，将左图 

中椭圆变换成右图中的直线，将非线性分类问题变换为线性分类问题。

设原空间为1 U R2, 2 =（优⑴，冗⑵）T €矛,新空间为乞U R2, z = （z⑴,z⑵）T €
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2，定义从原空间到新空间的变换(映射)：

Z — = (Q⑴产,(①⑵产产

经过变换Z =。(乃，原空间无U R2变换为新空间2 C R2,原空间中的点相应地变 

换为新空间中的点，原空间中的椭圆

必(力⑴产+如2(/⑵猿+ 6 = 0

变换成为新空间中的直线

仅12 ⑴ + 仅 2―2)+ b = 0

在变换后的新空间里，直线到L。⑴+ "2Z⑵+6 = 0可以将变换后的正负实例点正确 

分开。这样，原空间的非线性可分问题就变成了新空间的线性可分问题。

上面的例子说明，用线性分类方法求解非线性分类问题分为两步：首先使用一个 

变换将原空间的数据映射到新空间；然后在新空间里用线性分类学习方法从训练数据 

中学习分类模型。核技巧就属于这样的方法。

核技巧应用到支持向量机，其基本想法就是通过一个非线性变换将输入空间(欧 

氏空间Rn或离散集合)对应于一个特征空间(希尔伯特空间月)，使得在输入空间 

Rn中的超曲面模型对应于特征空间月中的超平面模型(支持向量机)。这样，分类问 

题的学习任务通过在特征空间中求解线性支持向量机就可以完成。

2 .核函数的定义

定义7.6(核函数) 设汇是输入空间(欧氏空间Rn的子集或离散集合)，又设 

H为特征空间(希尔伯特空间),如果存在一个从1到H的映射

0Q) : % (7.65)

使得对所有e 函数K(gz)满足条件

K(gz) = Mx) • °(z) (7.66)

则称K(7,z)为核函数,0(%)为映射函数,式中。(富)• 0(z)为。(力)和0(z)的内积。

核技巧的想法是，在学习与预测中只定义核函数K(叫z),而不显式地定义映射函 

数。。通常，直接计算K(x,z)比较容易，而通过。(2)和0(z)计算K[x,z)并不容易。 

注意，0是输入空间Rn到特征空间H的映射，特征空间H 一般是高维的，甚至是无 

穷维的。可以看到，对于给定的核KQ,z),特征空间先和映射函数0的取法并不唯 

一，可以取不同的特征空间，即便是在同一特征空间里也可以取不同的映射。
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下面举一个简单的例子来说明核函数和映射函数的关系。

例7.3假设输入空间是R2,核函数是= (x - z)2,试找出其相关的特征 

空间先和映射0Q)：R2t%。

解 取特征空间% = R3,记7 =(/⑴，/⑵)' 冬二色⑴芦⑵尸，由于

(①.Z)2 =(劣⑴Z⑴+劣⑵Z⑵)2 =(c⑴Z⑴)2 + 2/⑴Z⑴劣⑵Z⑵+ Q⑵Z⑵)2

所以可以取映射

0(%) = (Q(l))2, ⑴支⑵,(优⑵)2)，

容易验证 0(①)• 0(Z)= {X • Z)2 = K(①,2)。

仍取% = R3以及

0(N)= J=((①⑴尸一(劣⑵产,2C⑴2⑵,(c(1))2 + (2⑵)2尸

v2

同样有 03) • 0(z)=(力• z)2 = K(c,z)。

还可以取%=R4和

6(X)= ((/⑴产出⑴①⑵也⑴①⑵)(①⑵)2/ ■

3 .核技巧在支持向量机中的应用

我们注意到在线性支持向量机的对偶问题中，无论是目标函数还是决策函数(分离 

超平面)都只涉及输入实例与实例之间的内积。在对偶问题的目标函数(7.37)中的内积 

Xi・叼可以用核函数K(g,叼)=0(g) • 0(叼)来代替。此时对偶问题的目标函数成为

1 N N N
印3) = ]££&%%%&%叼)- £加 

1=1 j = 1 2=1

同样，分类决策函数中的内积也可以用核函数代替，而分类决策函数式成为

/⑺=sign

=sign

(Ns
(£球%。(&)•创＞)+ b* 

\i=l 
(Ns
(£成比K(如力)+ 6* 

\i=l

(7.67)

(7.68)

这等价于经过映射函数。将原来的输入空间变换到一个新的特征空间，将输入空 

间中的内积0・叼变换为特征空间中的内积。(0)・0(叼)，在新的特征空间里从训 

练样本中学习线性支持向量机。当映射函数是非线性函数时，学习到的含有核函数的 
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支持向量机是非线性分类模型。

也就是说，在核函数KQ,z)给定的条件下，可以利用解线性分类问题的方法求 

解非线性分类问题的支持向量机。学习是隐式地在特征空间进行的，不需要显式地定 

义特征空间和映射函数。这样的技巧称为核技巧，它是巧妙地利用线性分类学习方法 

与核函数解决非线性问题的技术。在实际应用中，往往依赖领域知识直接选择核函数, 

核函数选择的有效性需要通过实验验证。

7.3.2 正定核

已知映射函数0,可以通过0Q)和0(z)的内积求得核函数K(/,z)。不用构造映 

射0(劣)能否直接判断一个给定的函数是不是核函数？或者说，函数KQ,z) 
满足什么条件才能成为核函数？

本节叙述正定核的充要条件。通常所说的核函数就是正定核函数(positive 
definite kernel function) 0为证明此定理先介绍有关的预备知识。

假设K(，,Z)是定义在* X *上的对称函数，并且对任意的的,，2,…/m € 
T, K(x,z)关于21,%2,…，的Gram矩阵是半正定的。可以依据函数K(x,z),构 

成一个希尔伯特空间(Hilbert space),其步骤是：首先定义映射。并构成向量空间 

5；然后在5上定义内积构成内积空间；最后将S完备化构成希尔伯特空间。

1 .定义映射，构成向量空间S

先定义映射

6 : x t K( • ,a?) (7.69)

根据这一映射，对任意g G 如€ R, z = 1,2, • • • 定义线性组合

m
/(•) = £&K(・，g) (7.70)

2=1

考虑由线性组合为元素的集合5。由于集合S对加法和数乘运算是封闭的，所以S构 

成一个向量空间。

2 .在5上定义内积，使其成为内积空间

在5上定义一个运算*:对任意

m
/(•) = '*(•,g) (771)

2 = 1
I

g( •) = £%k( •
3=1

(7.72)
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定义运算*
m I

/ * g = £ £ aiBjK(Xi)Zj) (7.73)
2 = 1 j = l

证明运算*是空间5的内积。为此要证：

⑴(cf)*g = c(f*g), ceR (7.74)

(2) (f + g)*h = f*h + g*h, h £ S (7.75)

⑶ f * g = g * f (7.76)

(4)/*/20, (7.77)

f*f = O^f = O (7.78)

其中，(1)-(3)由式(7.70)〜式(7.72)及K(x,z)的对称性容易得到。现证(4)之 

式(7.77)o由式(7.70)及式(7.73)可得：

m
/* / = £ 叼)

由Gram矩阵的半正定性知上式右端非负，即/* /20。

再证(4)之式(7.78)o充分性显然。为证必要性，首先证明不等式：

w(/*/)(g*g) (7.79)

设 /,g £ S,入 £ R,则 / + Xg £ S,于是，

(/ + 入g) * (/ + M20

f * f + 2A(/ * g) + Ng * g)》。

其左端是人的二次三项式，非负，其判别式小于等于0,即

(/*9产 一 (/*/)(g*g) W 0

于是式(7.79)得证。现证若/ * / = 0,则/ = 0。事实上，若

m

/(•) = £&k( • ,g)
2=1

则按运算*的定义式(7.73),对任意的I e无，有
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m

K( •逆)* / = ⑶g)=f ⑸

于是，

|/(叫2 =兀(・，乃*开 (7.80)

由式(7.79)和式(7.77)有

K(•㈤ * -y (K(•㈤ * K(・,]))(/* f)

=K(力㈤(/*/)

由式(7.80)有
1/(叫2 W -(£■)(/*7)

此式表明，当/*/ = 0时，对任意的/都有|/(%)| =0。

至此，证明了 *为向量空间5的内积。赋予内积的向量空间为内积空间。因此5 

是一个内积空间。既然*为S的内积运算，那么仍然用・表示，即若

m I

/(•) = £&k( •避)g( •) = •⑷
i=l 。=1

则 加I

f • 9 = ££电用(7.81) 
i=l j = l

3 .将内积空间5完备化为希尔伯特空间

现在将内积空间5完备化。由式(7.81)定义的内积可以得到范数

11/11 = /T7 (7.82)

因此，5是一个赋范向量空间。根据泛函分析理论，对于不完备的赋范向量空间S, 一 

定可以使之完备化，得到完备的赋范向量空间为。一个内积空间，当作为一个赋范向 

量空间是完备的时候，就是希尔伯特空间。这样，就得到了希尔伯特空间九。

这一希尔伯特空间H称为再生核希尔伯特空间(reproducing kernel Hilbert 

space, RKHS) o这是由于核K具有再生性，即满足

K( •/)•/ = /(乃 (7.83)

及

K( •，1)• K( • ,n) = K(n,n) (7.84)

称为再生核。
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4 .正定核的充要条件

定理7.5 (正定核的充要条件) 设K : £ x 1 - R是对称函数，则K(与％)为正 

定核函数的充要条件是对任意g 6i = …)m» 对应的Gram矩阵：

K — [K(如 叼XmXTn (7.85)

是半正定矩阵。

证明 必要性。由于K(%z)是*x n上的正定核，所以存在从才到希尔伯特 

空间%的映射血使得

K(g z)=。(啰)• 0(z)

于是，对任意X1,X2,…，①皿 构造于3芦)关于… 卢加的Gram矩阵

照，］ mxm [K(g,叼) mxm

对任意,…，Cm C R,有
m m
£ CiCjK(Xi,Xj) = £ Qc)(0(g) •。(叼))

。=1

表明K(n,z)关于21,政)… 小想的Gram矩阵是半正定的。

充分性。已知对称函数K(N芦)对任意力1出2, ♦ ♦ ♦逐加G %，K［x,z］关于 

21出2)--出加的Gram矩阵是半正定的。根据前面的结果，对给定的K(%z),可以 

构造从1到某个希尔伯特空间”的映射：

6 : x — K( •)x) (7.86)

由式(7.83)可知，

K(•㈤•/ = f ⑸

并且

K( •㈤• K( •⑶=K(/,z)

由式(7.86)即得

Z)= 0(C)• 0(%)

表明K(gz)是矛x*上的核函数。

定理给出了正定核的充要条件，因此可以作为正定核，即核函数的另一定义。
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定义7.7 (正定核的等价定义) 设才U R7 K(% z)是定义在* x %上的对称 

函数，如果对任意g e X, i …)m, z)对应的Gram矩阵

K — [K(如 叼Tnixm (7.87)

是半正定矩阵，则称K(羽2)是正定核。

这一定义在构造核函数时很有用。但对于一个具体函数K(gz)来说，检验它是 

否为正定核函数并不容易，因为要求对任意有限输入集｛的此避小｝验证K对 

应的Gram矩阵是否为半正定的。在实际问题中往往应用已有的核函数。另外，由 

Mercer定理可以得到Mercer核(Mercer kernel) 口」，正定核比Mercer核更具一般 

性。下面介绍一些常用的核函数。

7.3.3常用核函数

1 .多项式核函I数(polynomial kernel function)

K(力)z)=(1• z + 1产

对应的支持向量机是一个。次多项式分类器。在此情形下，分类决策函数成为

f ⑸=sign ( £ q泌(g • n + 1严 + b* 

\2=1

(7.88)

(7.89)

2 .高斯核函数(Gaussian kernel function)

z) = exp

对应的支持向量机是高斯径向基函数(radial basis function)分类器。在此情形下，分 

类决策函数成为

/⑺=sign(exp (7.91)

3 .字符串核函数(string kernel function)

核函数不仅可以定义在欧氏空间上，还可以定义在离散数据的集合上。比如，字 

符串核是定义在字符串集合上的核函数。字符串核函数在文本分类、信息检索、生物 

信息学等方面都有应用。
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考虑一个有限字符表E。字符串s是从E中取出的有限个字符的序列，包括空 

字符串。字符串S的长度用|s|表示，它的元素记作s(l)s(2)...s(|s|)。两个字符串s 

和t的连接记作st,所有长度为n的字符串的集合记作2九，所有字符串的集合记作 OO
E* = U 于。

71 = 0

考虑字符串s的子串U,给定一个指标序列i = /回)，1 W<
，2 <…< «|u| < |s|, S的子串定义为U = S⑴=S(E1)S(〃2)…S(C|u|),其长度记作 

l(i) = i\u\ - 21 + lo 如果 i 是连续的，则比)=Ml；否则，Z(i) > |w|o

假设S是长度大于或等于九的字符串的集合，S是S的元素。现在建立字符串集 

合5到特征空间Hn =卢 的映射小⑹。产表示定义在E"上的实数空间，其每 

一维对应一个字符串u e E%映射加(s)将字符串s对应于空间 吁1的一个向量, 

其在〃维上的取值为

酶⑶]〃=E入'㈤ (7.92)
i:s(i)=u

这里，0 <入w 1是一个衰减参数，/⑴表示字符串i的长度，求和在S中所有与U相 

同的子串上进行。

例如，假设E为英文字符集，ri为3, S为长度大于或等于3的字符串的集 

合。考虑将字符集5映射到特征空间为。H3的一维对应于字符串asd。这时, 

字符串"Nasdaq"与"lass das”在这一维上的值分别是[03(Nasdaq)]^ = A3和 

[^3(lassDdas)]asd = 2A5 (□为空格)。在第1个字符串里，asd是连续的子串。在第2 
个字符串里，asd是长度为5的不连续子串，共出现2次。

两个字符串s和t上的字符串核函数是基于映射的特征空间中的内积：

uGSn

=£ £ 只("，⑶ (7.93)
⑴=[(，)=.

字符串核函数kn(s,t)给出了字符串s和t中长度等于n的所有子串组成的特征向量 

的余弦相似度(cosine similarity)。直观上，两个字符串相同的子串越多，它们就越相 

似，字符串核函数的值就越大。字符串核函数可以由动态规划快速地计算。

7.3.4非线性支持向量分类机

如上所述，利用核技巧，可以将线性分类的学习方法应用到非线性分类问题中去。 

将线性支持向量机扩展到非线性支持向量机，只需将线性支持向量机对偶形式中的内 
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积换成核函数。

定义7.8 (非线性支持向量机) 从非线性分类训练集，通过核函数与软间隔最大 

化，或凸二次规划(7.95)〜(7.97),学习得到的分类决策函数

/⑺=sign + b* (7.94)

称为非线性支持向量机，是正定核函数。

下面叙述非线性支持向量机学习算法。

算法7.4 (非线性支持向量机学习算法)

输入：训练数据集7 = {(%。1),(如。2),・,)(加4用可)}，其中g € 1 = R3 yi G

，= { -"12 …，N；

输出：分类决策函数。

(1)选取适当的核函数K(%z)和适当的参数C,构造并求解最优化问题

min
a

]N N N
2 4)—〉：&

S.t.

i=l j=l
N
£ a。% = 0
i=l
0 < & W G ，= 12…, N

(7.95)

(7.96)

(7.97)

2 = 1

求得最优解a* = 却…，a*)'

(2)选择a*的一个正分量0 < a； < C,计算

N

b* = % — 叼)
，=i

(3)构造决策函数：

/⑺=sign (£球为 K(%g) + b* 

\z=l

当K(x,z)是正定核函数时，问题(7.95)〜(7.97)是凸二次规划问题，解是存在的。

7.4序列最小最优化算法

本节讨论支持向量机学习的实现问题。我们知道，支持向量机的学习问题可以 

形式化为求解凸二次规划问题。这样的凸二次规划问题具有全局最优解，并且有许 
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多最优化算法可以用于这一问题的求解。但是当训练样本容量很大时，这些算法往 

往变得非常低效，以致无法使用。所以，如何高效地实现支持向量机学习就成为一 

个重要的问题。目前人们已提出许多快速实现算法。本节讲述其中的序列最小最优 

化(sequential minimal optimization, SMO)算法，这种算法 1998 年由 Platt 提出。

SMO算法要解如下凸二次规划的对偶问题：

]N N N
min 弓££&%%%叼)一 £色

2=1 j = l ，=1

N
s.t.)： = 0

2 = 1

(7.98)

(7.99)

0 < % < G i = 12 …)N (7.100)

在这个问题中，变量是拉格朗日乘子，一个变量出对应于一个样本点(吃加;变量的 

总数等于训练样本容量No

SMO算法是一种启发式算法，其基本思路是：如果所有变量的解都满足此最优化 

问题的KKT条件(Karush-Kuhn-Tucker conditions),那么这个最优化问题的解就 

得到了。因为KKT条件是该最优化问题的充分必要条件。否则，选择两个变量，固 

定其他变量，针对这两个变量构建一个二次规划问题。这个二次规划问题关于这两个 

变量的解应该更接近原始二次规划问题的解，因为这会使得原始二次规划问题的目标 

函数值变得更小。重要的是，这时子问题可以通过解析方法求解，这样就可以大大提 

高整个算法的计算速度。子问题有两个变量，一个是违反KKT条件最严重的那一个, 

另一个由约束条件自动确定。如此，SMO算法将原问题不断分解为子问题并对子问 

题求解，进而达到求解原问题的目的。

注意，子问题的两个变量中只有一个是自由变量。假设ai，9为两个变量， 

…，&N固定，那么由等式约束(7.99)可知

N 
因=.yi £。诙 

i=2

如果确定，那么明也随之确定。所以子问题中同时更新两个变量。

整个SMO算法包括两个部分：求解两个变量二次规划的解析方法和选择变量的 

启发式方法。

7.4.1两个变量二次规划的求解方法

不失一般性，假设选择的两个变量是ai,Q2，其他变量&(〃 =3,4, ♦ ♦ • ,N)是固
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定的。于是SMO的最优化问题(7.98)〜(7.100)的子问题可以写成：

min W(ai,&2)= :K22 逮 + 见92K120102 ­

«2 2 Z N N
(Q1 +。2)+ 如。1£%以、1 + y2azfyidiKbz (7.101) 

i=3 ，=3N
s.t. aiji +a2g2 = -fvioi =G (7.102)

〃=3
0 w & W Q :1,2 (7.103)

其中，K" = K（0,叼）=12,一，N, q是常数，目标函数式（7.101）中省略了不 

含固,02的常数项。

为了求解两个变量的二次规划问题（7.101）~（7.103）,首先分析约束条件，然后在 

此约束条件下求极小。

由于只有两个变量31,。2），约束可以用二维空间中的图形表示（如图7.8所示）。

%=0
乃会为今弓一七=左 

⑶

\
\
\
\

力=为与3 +的=上 
一⑻“

图7.8 二变量优化问题图示

不等式约束（7.103）使得31,9）在盒子[0,C] x [0,C]内，等式约束（7.102）使 

31,。2）在平行于盒子[0,C] x [0,C]的对角线的直线上。因此要求的是目标函数在一 

条平行于对角线的线段上的最优值。这使得两个变量的最优化问题成为实质上的单 

变量的最优化问题，不妨考虑为变量9的最优化问题。

假设问题（7.101）~（7.103）的初始可行解为的巴屿Id,最优解为班ew,侬ew,并且 

假设在沿着约束方向未经剪辑时。2的最优解为a；ew，unc。

由于噌ew需满足不等式约束（7.103）,所以最优值帽ew的取值范围必须满足条件

L W 避ew w H

其中，上与H是帽ew所在的对角线段端点的界。如果y]*y2 （如图7.8（a）所示），则

L = max（0, a3kl — a]，）, H = min（C, C + a^d — a浮）



7.4序列最小最优化算法 145

如果以 =纱（如图7.8（b）所示），贝I」

L = max(O, a3kl + afd — C), H = min((7, a^d + a；")

下面，首先求沿着约束方向未经剪辑即未考虑不等式约束（7.103）时的最优解 

嗯ew,unc；然后再求剪辑后效的解叫ew。我们用定理来叙述这个结果。为了叙述简 

单,记
N

g（力）=逆）+ b （7.104）
1=1

令
(N \

Ei = g^Xi) -yi= (叼，g)+ 6 i = 1,2 (7.105)

当，=1,2时，用为函数gQ）对输入g的预测值与真实输出比之差。

定理7.6 最优化问题（7.101）〜（7.103）沿着约束方向未经剪辑时的解是

a 旷 w，unc = Qold + U2（E1 —石2）
(7.106)

其中,

Kn + K22 - 2K12 = |快(的)-孰政州 2 (7.107)

。（乃 是输入空间到特征空间的映射，Ei，，= 1,2,由式（7.105）给出。 

经剪辑后Q2的解是

=

H,

new.unc

L,

new.unc 、 tt
% > H

L/ new.unc / tt
, W % 4H

八 new.unc / t
a2 < L

(7.108)

由Q?ew求得Qnew是

Q?ew =。浮+即。235 kl —嗯ew） (7.109)

证明引进记号

3

N 2
=£%的 K(g,叼)=g(g) — 叼)—4 i = 1,2

2=3
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目标函数可写成

W(ai,。2)= + 5K22a4 + gig2K12。1。2 一

31 + a2) + U1O1M + V202a2 (7.110)

由= G -。292及嫄=1，可将由表不为

因=（。一 y2a2）ni

代入式（7.110）,得到只是9的函数的目标函数:

W(。2)= 5Kli(< -。2。2产 + 5人22逮 + 92Kl2(。— a2g2)。2 - 

(q - Q2g2)沙1 -。2 + 力(。- a2g2)+ 9202a2

对。2求导数

dw
— = Kii&2 + K22a2 — 2Kl2a2 一

00^2
K11GV2 + Ki2，/2 + yiy2 - 1 - 6y2 + 统为

令其为0,得到

(K11 + 眩22 — 2K12)。2 = ?/2®2 一见 + qKll — qK12 + 也 一。2)

=V2 沙2 —+ qKll -+ g@i) 一 一 匕
3 = 1

。（政）一£%%长2].一匕

，=1

将 q = + a31dg2 代入，得到

(K11+K22—2K12)嗯Wunc 2/2((Kii+K22 - 2K12)&贺为2+2/2—gi +g(g)-g(/2))

=（眩11+长22 — 21<12）屿”+?/2（石 1一七2）

将〃 =Ku + K22 — 2K12代入，于是得到

破 ew,unc = ^old + V2（E1 -石2）
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要使其满足不等式约束必须将其限制在区间［L,H］内，从而得到侬皿的表达 

式(7.108)。由等式约束(7.102),得到a?ew的表达式(7.109)。于是得到最优化问题 

(7.101)〜(7.103)的解(Q?ew,吗ew)。 ■

7.4.2 变量的选择方法

SMO算法在每个子问题中选择两个变量优化，其中至少一个变量是违反KKT条 

件的。

1 .第1个变量的选择

SMO称选择第1个变量的过程为外层循环。外层循环在训练样本中选取违反 

KKT条件最严重的样本点，并将其对应的变量作为第1个变量。具体地，检验训练样 

本点8加 是否满足KKT条件，即

& = 0o%g(g)2i (7-in)

0 < 0 < C 台统g(g) = 1 (7.112)

0= C = %g(g)Wl (7.113)

N

其中，g(g) = 叼)+ b。
3=1

该检验是在£范围内进行的。在检验过程中，外层循环首先遍历所有满足条件 

0 < & < C的样本点，即在间隔边界上的支持向量点，检验它们是否满足KKT条件。 

如果这些样本点都满足KKT条件，那么遍历整个训练集，检验它们是否满足KKT 
条件。

2 .第2个变量的选择

SMO称选择第2个变量的过程为内层循环。假设在外层循环中已经找到第1个 

变量明，现在要在内层循环中找第2个变量。2。第2个变量选择的标准是希望能使 

9有足够大的变化。

由式(7.106)和式(7.108)可知，a养卬是依赖于\EX - E2\的，为了加快计算速 

度，一种简单的做法是选择。2,使其对应的|当-E2\最大。因为由已定，Ei也确 

定了。如果Ei是正的，那么选择最小的反作为石2；如果石1是负的，那么选择最大 

的Ei作为E2o为了节省计算时间，将所有Ei值保存在一个列表中。

在特殊情况下，如果内层循环通过以上方法选择的敢不能使目标函数有足够的 

下降，那么采用以下启发式规则继续选择。2。遍历在间隔边界上的支持向量点，依次 

将其对应的变量作为9试用，直到目标函数有足够的下降。若找不到合适的。2,那 
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么遍历训练数据集；若仍找不到合适的Q2,则放弃第1个附，再通过外层循环寻求另 

外的Q1。

3 .计算阈值b和差值Ei

在每次完成两个变量的优化后，都要重新计算阈值上当0 <现ew < C时，由 

KKT条件(7.112)可知： n

+ b = yr

i=l
于是，

N

&rw = y\_£ _ afewgiK]] _ a 并 Wg2K21 (7.114)
i=3

由Ei的定义式(7.105)有
N

Ei =2 K2i + ^old — yi 
2=3

式(7.114)的前两项可写成：

N

yi _〉^aiyiKii = _Ei + q11dgiKu +。£为2K21 + &old
i=3

代入式(7.114),可得

.ew = —Ei— giKii(谭 w _ 0滑)_ g2K21(喈卬 , 函)+ 冰 (7.115)

同样，如果0 <*ew < (J,那么，

媛W =—瓦—giK12(a?ew -谭d) - U2K22(境ew -尚刈 + 冰 (7.116)

如果用ew,可ew同时满足条件0 <.ew <。，" 丫,那么旷=埠ew。如果 

a?ew,可ew是0或者仁那么6new和&new以及它们之间的数都是符合KKT条件的 

阈值，这时选择它们的中点作为bnewo
在每次完成两个变量的优化之后，还必须更新对应的反值，并将它们保存在列 

表中。Ei值的更新要用到dnew值，以及所有支持向量对应的%

E?ew = 叼)+ 6new - yi (7.117)
s

其中，S是所有支持向量叼的集合。
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7.4.3 SMO 算法

算法7.5 (SMO算法)

输入：训练数据集T = {(21,见),(12,沙2),…其中，g e * = R3
yi E y — {—15+1}>，= L2)♦ ♦ ♦ 1 N,精度 £；

输出：近似解G。

(1)取初值a⑼=0,令k = 0；

(2)选取优化变量a，,a*,解析求解两个变量的最优化问题(7.101)~(7.103), 
求得最优解斓+1),或+1),更新a为a-%

(3)若在精度s范围内满足停机条件

N
£ a沏=0, 0 W 0 ( G % = 12 …,N
2=1

211{0|%=0}
比• g(g)( = 1, {g|0 < % < C}

W 1) {0依=C}

其中,
N

g(g) = (叼，0) + 6
，=i

则转(4)；否则令k = k + l,转(2)； 
(4)取& = a(k+D。

本章概要

1 .支持向量机最简单的情况是线性可分支持向量机，或硬间隔支持向量机。构建 

它的条件是训练数据线性可分。其学习策略是最大间隔法。可以表示为凸二次规划问 

题，其原始最优化问题为

♦ 1 I I 2mm - w\
w、b 2

s.t. y»(w • g + b) — 120) i = 1)2)…，N
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求得最优化问题的解为彼*, 6*,得到线性可分支持向量机，分离超平面是：

w* • re + 6* = 0

分类决策函数是：

/⑺=sign®* • / + b*)

最大间隔法中，函数间隔与几何间隔是重要的概念。

线性可分支持向量机的最优解存在且唯一。位于间隔边界上的实例点为支持向 

量。最优分离超平面由支持向量完全决定。

二次规划问题的对偶问题是：

1 N N N

min ]££&£%纳%(g •叼)一 £&
2 = 1，= 1 ，= 1

N
s.t. £a诙=0 

〃=i
色20, z = 1,2, ­ • • ,N

通常，通过求解对偶问题学习线性可分支持向量机，即首先求解对偶问题的最优 

值a*,然后求最优值"*和b*,得出分离超平面和分类决策函数。

2.现实中训练数据是线性可分的情形较少，训练数据往往是近似线性可分的，这 

时使用线性支持向量机，或软间隔支持向量机。线性支持向量机是最基本的支持向 

量机。

对于噪声或例外，通过引入松弛变量使其“可分”，得到线性支持向量机学习 

的凸二次规划问题，其原始最优化问题是：

1 N
min - ||"『
32 M

s.t. yi(w • g + b)》1 一 i = 1,2,••• ,7V

i = 12 …、N

求解原始最优化问题的解得到线性支持向量机，其分离超平面为

w* • 1 + b* = 0
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分类决策函数为：

/⑺=sign®* • x + 6*)

线性支持向量机的解仅*唯一但6*不一定唯一。

对偶问题是：

、N N N
min •叼)—

42=1 j = l i=l
N

s.t. £&% = o
i=l
0 < a, W C, E = 1,2,…，N

线性支持向量机的对偶学习算法，首先求解对偶问题得到最优解a*,然后求原始 

问题最优解"*和6*,得出分离超平面和分类决策函数。

对偶问题的解a*中满足璜〉0的实例点g称为支持向量。支持向量可在间隔 

边界上，也可在间隔边界与分离超平面之间，或者在分离超平面误分一侧。最优分离 

超平面由支持向量完全决定。

线性支持向量机学习等价于最小化二阶范数正则化的合页函数

N
£ [1 - yi(w • Xi + b)]+ + A||w||2 
i=l

3 .非线性支持向量机

对于输入空间中的非线性分类问题，可以通过非线性变换将它转化为某个高维特 

征空间中的线性分类问题，在高维特征空间中学习线性支持向量机。由于在线性支持 

向量机学习的对偶问题里，目标函数和分类决策函数都只涉及实例与实例之间的内 

积，所以不需要显式地指定非线性变换，而是用核函数来替换当中的内积。核函数表 

示，通过一个非线性转换后的两个实例间的内积。具体地，KQ,z)是一个核函数，或 

正定核，意味着存在一个从输入空间才到特征空间H的映射0Q) ： % - %,对任意 

x,z E X,有

K(x, z)=。(2)• 0(z)

对称函数K(gz)为正定核的充要条件如下：对任意g e%, 〃 = 1,2,…，任意正 

整数M，对称函数K(gz)对应的Gram矩阵是半正定的。
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所以，在线性支持向量机学习的对偶问题中，用核函数K(%z)替代内积，求解得 

到的就是非线性支持向量机

/(1)=sign y%K(£,g) + b*
\，=1

4 . SMO算法

SMO算法是支持向量机学习的一种快速算法，其特点是不断地将原二次规划问 

题分解为只有两个变量的二次规划子问题，并对子问题进行解析求解，直到所有变量 

满足KKT条件为止。这样通过启发式的方法得到原二次规划问题的最优解。因为子 

问题有解析解，所以每次计算子问题都很快，虽然计算子问题次数很多，但在总体上 

还是高效的。

继续阅读

线性支持向量机(软间隔)由Cortes与Vapnik提出⑴。同时，Boser, Guyon与 

Vapnik又引入核技巧，提出非线性支持向量机⑵。Drucker等人将其扩展到支持向量 

回归网。Vapnik Vladimir在他的统计学习理论⑷一书中对支持向量机的泛化能力进 

行了论述。

Platt提出了支持向量机的快速学习算法SMO[5], Joachims实现的SVM Light, 
以及Chang与Lin实现的LIBSVM软件包被广泛使用。①

原始的支持向量机是二类分类模型，又被推广到多类分类支持向量机071，以及 

用于结构预测的结构支持向量机网。

关于支持向量机的文献很多。支持向量机的介绍可参照文献[9〜12]。核方法被认 

为是比支持向量机更具一般性的机器学习方法。核方法的介绍可参考文献[13-15]0

习 题

7.1 比较感知机的对偶形式与线性可分支持向量机的对偶形式。

7.2 已知正例点为1 = (1,2产，畋=(2,3尸，g = (3,3)T,负例点必=(2,1尸， 

g=(3,2尸，试求最大间隔分离超平面和分类决策函数，并在图上画出分离超平面、 

间隔边界及支持向量。

① SVM Light： http：//svmlight.joachims.org/. LIBSVM： http://www.csie.ntu.edu.tw/〜cjlin/libsvm/.
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7.3 线性支持向量机还可以定义为以下形式：

1 N

孙g2 M

s.t. yi(w •0 + b)21 - ，= 1,2,…，N

&20, 4 = 1)2)…)N

试求其对偶形式。

7.4证明内积的正整数幕函数：

K[xy 2) = (/• z)p

是正定核函数，这里。是正整数，x,z e Rno
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第8章提升方法

提升(boosting)方法是一种常用的统计学习方法，应用广泛且有效。在分类问题 

中，它通过改变训练样本的权重，学习多个分类器，并将这些分类器进行线性组合，提 

高分类的性能。

本章首先介绍提升方法的思路和代表性的提升算法AdaBoost；然后通过训 

练误差分析探讨AdaBoost为什么能够提高学习精度；并且从前向分步加法模型 

的角度解释AdaBoost；最后叙述提升方法更具体的实例 提升树(boosting 

tree) o AdaBoost算法是1995年由Freund和Schapire提出的，提升树是2000年由 

Friedman等人提出的。

8.1 提升方法AdaBoost算法

8.1.1 提升方法的基本思路

提升方法基于这样一种思想：对于一个复杂任务来说，将多个专家的判断进行适 

当的综合所得出的判断，要比其中任何一个专家单独的判断好。实际上，就是“三个 

臭皮匠顶个诸葛亮”的道理。

历史上，Kearns和Valiant首先提出了 "强可学习"(strongly learnable)和“弱 

可学习"(weakly learnable)的概念。指出：在概率近似正确(probably approximately 

correct, PAC)学习的框架中，一个概念(一个类)，如果存在一个多项式的学习算法 

能够学习它，并且正确率很高，那么就称这个概念是强可学习的；一个概念，如果存在 

一个多项式的学习算法能够学习它，学习的正确率仅比随机猜测略好，那么就称这个 

概念是弱可学习的。非常有趣的是Schapire后来证明强可学习与弱可学习是等价的, 

也就是说，在PAC学习的框架下，一个概念是强可学习的充分必要条件是这个概念 

是弱可学习的。

这样一来，问题便成为，在学习中，如果已经发现了 “弱学习算法”，那么能否 

将它提升(boost)为“强学习算法”。大家知道，发现弱学习算法通常要比发现强 
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学习算法容易得多。那么如何具体实施提升，便成为开发提升方法时所要解决的问 

题。关于提升方法的研究很多，有很多算法被提出。最具代表性的是AdaBoost算 

法（AdaBoost algorithm）。

对于分类问题而言，给定一个训练样本集，求比较粗糙的分类规则（弱分类器）要 

比求精确的分类规则（强分类器）容易得多。提升方法就是从弱学习算法出发，反复 

学习，得到一系列弱分类器（又称为基本分类器），然后组合这些弱分类器，构成一个 

强分类器。大多数的提升方法都是改变训练数据的概率分布（训练数据的权值分布）, 

针对不同的训练数据分布调用弱学习算法学习一系列弱分类器。

这样，对提升方法来说，有两个问题需要回答：一是在每一轮如何改变训练数 

据的权值或概率分布；二是如何将弱分类器组合成一个强分类器。关于第1个问 

题，AdaBoost的做法是，提高那些被前一轮弱分类器错误分类样本的权值，而降低那 

些被正确分类样本的权值。这样一来，那些没有得到正确分类的数据，由于其权值的 

加大而受到后一轮的弱分类器的更大关注。于是，分类问题被一系列的弱分类器“分 

而治之”。至于第2个问题，即弱分类器的组合，AdaBoost采取加权多数表决的方法。 

具体地，加大分类误差率小的弱分类器的权值，使其在表决中起较大的作用；减小分 

类误差率大的弱分类器的权值，使其在表决中起较小的作用。

AdaBoost的巧妙之处就在于它将这些想法自然且有效地实现在一种算法里。

8.1.2 AdaBoost 算法

现在叙述AdaBoost算法。假设给定一个二类分类的训练数据集

T = ｛01,见），（22辿2）,…，Qn,Jn）｝

其中，每个样本点由实例与标记组成。实例3 € * u Rn,标记% £ V = *
是实例空间，y是标记集合。AdaBoost利用以下算法，从训练数据中学习一系列弱分 

类器或基本分类器，并将这些弱分类器线性组合成为一个强分类器。

算法 8.1 （AdaBoost）
输入：训练数据集T = ｛（21例），（％92）,…，（2n,Un）｝，其中Xi^x Q Rn, yi G 

y = ｛-1,+1）;弱学习算法；

输出：最终分类器GQ）。

（1）初始化训练数据的权值分布

Di =（W11, • • • , Wii, • • • , W17V）, Wii = i = 1,2, • • ,N

（2）对—=1,2,…，Af

（a）使用具有权值分布。a的训练数据集学习，得到基本分类器
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GmQ) : X - { —1, +1}

(b)计算GmQ)在训练数据集上的分类误差率 

N N
L = £ P(Gm(0)* %) = (8.1)

2=1 2 = 1

(c)计算GaQ)的系数

= I log -—— (8.2)
/ Cm

这里的对数是自然对数。

(d)更新训练数据集的权值分布

°m+l =(仅 m+1,1, •一)^m+l,n •一)仅 zn+l,N) (8.3)

助九+1,，=

4 m
(8.4)

这里，是规范化因子

N
~mi exp( — amUiG7n(%)) 

i=l
(8⑸

它使。小+1成为一个概率分布。

(3)构建基本分类器的线性组合

M
/(任)=〉［(^) 

m=l
(8.6)

得到最终分类器

GQ) = sign(/(T))

=sign (8.7) ■

对AdaBoost算法作如下说明：

步骤(1)假设训练数据集具有均匀的权值分布，即每个训练样本在基本分类器 

的学习中作用相同，这一假设保证第1步能够在原始数据上学习基本分类器GiQ)。

步骤(2) AdaBoost反复学习基本分类器，在每一轮加=1,2,…，/顺次地 

执行下列操作：

(a)使用当前分布。加加权的训练数据集，学习基本分类器GmQ)。
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(b)计算基本分类器GmQ)在加权训练数据集上的分类误差率：

N
： P(G7n(力,)* Vi) 

i=l

=〉］wmi (8.8)
Gm (g

N
这里，Wmi表示第m轮中第i个实例的权值，yZw 

i=l
rm» = 1。这表明，Gm(x)在加权的

训练数据集上的分类误差率是被GmQ)误分类样本的权值之和，由此可以看出数据 

权值分布。加与基本分类器GmQ)的分类误差率的关系。

(c)计算基本分类器GmQ)的系数«mo 表示Gm(x)在最终分类器中的重要 

性。由式(8.2)可知，当e. W ；时，)帆》0,并且随着em的减小而增大，所以 

分类误差率越小的基本分类器在最终分类器中的作用越大。

(d)更新训练数据的权值分布为下一轮作准备。式(8.4)可以写成：

mi

天e

一 ？ = yi

Gm(Xi)* yi

由此可知，被基本分类器6.(乃误分类样本的权值得以扩大，而被正确分类样本的 
_  1 — p 

权值却得以缩小。两相比较，由式(8.2)知误分类样本的权值被放大e2am =

倍。因此，误分类样本在下一轮学习中起更大的作用。不改变所给的训练数据，而不 

断改变训练数据权值的分布，使得训练数据在基本分类器的学习中起不同的作用，这 

是AdaBoost的一个特点。

步骤(3)线性组合f(z)实现M个基本分类器的加权表决。系数表示了基 

本分类器GaQ)的重要性，这里，所有a7n之和并不为lo f(x)的符号决定实例优的 

类，/(乃的绝对值表示分类的确信度。利用基本分类器的线性组合构建最终分类器是 

AdaBoost的另一特点。

8.1.3 AdaBoost 的例子①

例8.1给定如表8.1所示训练数据。假设弱分类器由％〈”或优〉。产生，其 

阈值。使该分类器在训练数据集上分类误差率最低。试用AdaBoost算法学习一个强 

分类器。

①例题来源于 http://www.csie.edu.two
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表8.1 训练数据表

序号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

y 1 1 1 - 1 -1 -1 1 1 1 -1

解初始化数据权值分布

= (Wn, W12, * * - , Who)

Wu = 0.1 ,10

对巾=1,

(a)在权值分布为Di的训练数据上，阈值。取2.5时分类误差率最低，故基本分 

类器为

Gi(/)=
1, x < 2.5

—1, x > 2.5

(b) G«)在训练数据集上的误差率ci = P(Gi(g)*%) = 0.3o

1 1 — e-i
(c)计算Gi⑺ 的系数：的二三log ——-=0.4236o 

2 Ci

(d)更新训练数据的权值分布：

。2 =(仅21). ♦ ,,仅2/ ♦ ♦ •)^210)

W2i =誓 exp(—ai%Gi(g)), ，= 1,2，•一,10

D2 = (0.07143,0.07143,0.07143,0.07143,0.07143,0.07143,

0.16667,0.16667,0.16667,0.07143)

九(乃= 0.4236Gl ⑺

分类器signal(/)］在训练数据集上有3个误分类点。

对 772 = 2,

(a)在权值分布为。2的训练数据上，阈值。是8.5时分类误差率最低，基本分类

器为

G2(/)=
1, x < 8.5

—1, x > 8.5

(b) G2(/)在训练数据集上的误差率为=0.2143。

(c)计算 a2 =0 6496。
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(d)更新训练数据权值分布:

。3 = (0.0455,0.0455,0.0455,0.1667,0.1667,0.1667, 

0.1060,0.1060,0.1060,0.0455)

/2W = 0.4236Gl ⑺ + 0.6496G2 ⑺

分类器sign[72(^)]在训练数据集上有3个误分类点。

对 7n = 3,

(a)在权值分布为。3的训练数据上，阈值。是5.5时分类误差率最低，基本分类器为

G3(c)=
1, x > 5.5

—1, x < 5.5

(b) G33)在训练样本集上的误差率e3 =0.1820。

(c)计算 03 =0.7514。

(d)更新训练数据的权值分布：

。4 = (0.125,0.125,0.125,0.102,0.102,0.102,0.065,0.065,0.065,0.125)

于是得到：

一⑺=0.4236Gl ⑺ + 0.6496G2 (冗)+ 0.7514G3 Q)

分类器sign[73(^)]在训练数据集上误分类点个数为0o

于是最终分类器为

G(i) = sign[/3(^)] = sign[0.4236Gl (力)+ 0.6496^2 (^) + 0.7514^3(^)]

8.2 Ada Boost算法的训练误差分析

AdaBoost最基本的性质是它能在学习过程中不断减少训练误差，即在训练数据 

集上的分类误差率。关于这个问题有下面的定理。

定理8.1 (AdaBoost的训练误差界) AdaBoost算法最终分类器的训练误差 

界为

1 ' I
N £ /(G(q)苗为)w 万 £ exp(—%/(g)) = Y[Zm (8⑼

i=l i m

这里,GQ)JQ)和。分别由式(8.7)、式(8.6)和式(8⑸给出。

证明 当G(g) #纳时，yif(Xi) < 0,因而exp(—统/(3))》1。由此直接推导出 

前半部分。
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后半部分的推导要用到的定义式(8.5)及式(8.4)的变形:

exp( — a7nU1G7n (①t)) — ^m^m+1,2

现推导如下:

= ^Eexp
i

M

M
-〉: 

m=l

=22 W 17 exp(-cvm^Gm(^i)) 
i m=l

M

i m=2 
M

=ZiZ2y^w3j 口 exp(-am^Gm(j：i)) 
i m=3

=, Zm-i): exp(—dMViG

M
=zm 

m=l

i

这一定理说明，可以在每一轮选取适当的Gm使得Zm最小，从而使训练误差下 

降最快。对二类分类问题，有如下结果。

定理8.2 (二类分类问题AdaBoost的训练误差界)

M
口 /加=口 [2\/em(l - em)]
m=l m=l

M
=n，(i - 4油

m=l

(M

m=l
(8.10)

这里，/yrn = — — o

证明 由Zm的定义式(8.5)及式(8.8)得

N
~〉[侬mt exp(—amneGm(g)) 

i=l

=):她欣e+ 〉] ^mi^arn
Vi — Gm(Xi) yi^Gm (xi)
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=(1 - em)e~a- + emea-

=2 /em (1 - em)

=-4诧

至于不等式

(8.11)

M _________ / M
II，(1 - 4爆)( exp ( 一 2 £ *

m=l \ m=l

则可先由I和，=W在点I = 0的泰勒展开式推出不等式，(1 - 4煤)( 

exp(-进而得到。 ■

推论8.1如果存在7 > 05对所有恒有与n》Y则

i=l
(8.12)

这表明在此条件下AdaBoost的训练误差是以指数速率下降的。这一性质当然是 

很有吸引力的。

注意，AdaBoost算法不需要知道下界这正是Freund与Schapire设计Ada­

Boost 时所考虑的。与一些早期的提升方法不同，AdaBoost具有适应性，即它能适应 

弱分类器各自的训练误差率。这也是它的名称(适应的提升)的由来，Ada是Adaptive 

的简写。

8.3 AdaBoost算法的解释

AdaBoost算法还有另一个解释，即可以认为AdaBoost算法是模型为加法模型、 

损失函数为指数函数、学习算法为前向分步算法时的二类分类学习方法。

8.3.1 前向分步算法

考虑加法模型(additive model)

M
f⑸=£ Bmbgim) (8.13)

m=l

其中，bgm)为基函数，7m为基函数的参数，8n为基函数的系数。显然，式(8.6) 

是一个加法模型。
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在给定训练数据及损失函数£(""(/))的条件下，学习加法模型/(，)成为经验 

风险极小化即损失函数极小化问题：

N
min〉L

2=1

(8.14)

通常这是一个复杂的优化问题。前向分步算法(forward stagewise algorithm)求 

解这一优化问题的想法是：因为学习的是加法模型，如果能够从前向后，每一步只学 

习一个基函数及其系数，逐步逼近优化目标函数式(8.14),那么就可以简化优化的复 

杂度。具体地，每步只需优化如下损失函数：

N
minE

i=l
(8.15)L (%，例(3)))

给定训练数据集丁 = ｛(，1,次)，(效42),…g e矛U R\%e，= 

｛-1,+1｝。损失函数■%/(/))和基函数的集合｛椀；7)｝，学习加法模型〃为的前向 

分步算法如下。

算法8.2 (前向分步算法)

输入:训练数据集7 = ｛(叫,阴),(政，故),…，Qn〃n)｝；损失函数工(Z/JQ));基 

函数集W；7))；

输出：加法模型/(力)。

(1)初始化/o3) = o；

(2)对馆=12…，M

(a)极小化损失函数

(Bm 门 m) = arg
N

min $2 乙(为)加―i(0) + 0b(Q；)))
Be =2=1

(8.16)

得到参数%，7mo

(b)更新

(3)得到加法模型

fm(R)~ + 0mb(6； *n) (8.17)

M

m=l
(8.18)

这样，前向分步算法将同时求解从加=1到/所有参数/，7m的优化问题简 

化为逐次求解各个0口 7M的优化问题。
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8.3.2 前向分步算法与AdaBoost

由前向分步算法可以推导出AdaBoost,用定理叙述这一关系。

定理8.3 AdaBoost算法是前向分步加法算法的特例。这时，模型是由基本分类 

器组成的加法模型，损失函数是指数函数。

证明 前向分步算法学习的是加法模型，当基函数为基本分类器时，该加法模型 

等价于AdaBoost的最终分类器

M
于⑸=£ amGm(x) (8.19)

m=l

由基本分类器G小(为及其系数组成，馆=前向分步算法逐一学习 

基函数，这一过程与AdaBoost算法逐一学习基本分类器的过程一致。下面证明前向 

分步算法的损失函数是指数损失函数(exponential loss function)

L(y, /W) = exp[-yf(x)]

时，其学习的具体操作等价于AdaBoost算法学习的具体操作。

假设经过a - 1轮迭代前向分步算法已经得到狐一1(乃：

/m—1 (2)=/m—2(力)+1Gm—1

=QiGiQ) + …+

在第m轮迭代得到Gm[x)和加(力)。

fm (^) — fm— 1 (^) +

目标是使前向分步算法得到的3m和使，⑺ 在训练数据集T上的指数损失

最小，即 N

(。皿3馆0)) = arg min V exp[-^(/m_i + aG(g))] (8.20)

式(8.20)可以表示为

N
(QgGaQ)) = argm 叫 y20*exp]—%aG(g)] 

ol.G
(8.21)

其中，Wmi = exp[-m加_1(0)]。因为Wrni既不依赖a也不依赖于G,所以与最小化 

无关。但正向依赖于狐-13)，随着每一轮迭代而发生改变。

现证使式(8.21)达到最小的3n和G荔⑺就是AdaBoost算法所得到的心 和

Gm(n)。求解式(8.21)可分两步：
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首先,求G-Q)。对任意Q > 0,使式(8.21)最小的GQ)由下式得到：

N
G/O) = arg min ^2 wmJ(^ 丰 G(g)) 

i=l

其中，wmi = exp[一仇加_ 1(g)]。

此分类器G篇⑶ 即为AdaBoost算法的基本分类器Gm(x),因为它是使第m轮 

加权训练数据分类误差率最小的基本分类器。

之后，求修。参照式(8.11),式(8.21)中

N
£"*exp[-%aG(g)] = £ wmie~a+ £ wmiea

，=1 yi =Gm (^i)
N N

=(8.22) 
i=i i=i

将已求得的G*(c)代入式(8.22),对a求导并使导数为0,即得到使式(8.21)最小的a。

* ] ] 1 - 
&加=5 10 g ——

其中，em是分类误差率：

N
)[一(yj * Gm(g))

〉:

i=l

N
—〉：3mjl(yi * G7n(g)) (8.23)

2=1

这里的a*与AdaBoost算法第2(c)步的am完全一致。 

最后来看每一轮样本权值的更新。由

fm(R)= /m-1(/) +

以及 Wmi — CXp[—yifm—1 (^i)]9 可待

^m+1,2 =匐 exp[一% o^GmO)]

这与AdaBoost算法第2(d)步的样本权值的更新，只相差规范化因子，因而 

等价。 ■
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8.4提升树

提升树是以分类树或回归树为基本分类器的提升方法。提升树被认为是统计学习 

中性能最好的方法之一。

8.4.1 提升树模型

提升方法实际采用加法模型(即基函数的线性组合)与前向分步算法。以决策树 

为基函数的提升方法称为提升树(boosting tree)。对分类问题决策树是二叉分类树, 

对回归问题决策树是二叉回归树。在例8.1中看到的基本分类器或=>o,可以 

看作是由一个根结点直接连接两个叶结点的简单决策树，即所谓的决策树桩(decision 

stump) o提升树模型可以表示为决策树的加法模型：

M

加3) = (8.24)
m=l

其中，T(x- 0m)表示决策树，0m为决策树的参数，M为树的个数。

8.4.2 提升树算法

提升树算法采用前向分步算法。首先确定初始提升树/o3)= 0,第m步的模型是

+ TQ; ©m) (8.25)

其中，源.13)为当前模型，通过经验风险极小化确定下一棵决策树的参数。加：

N

©m = arg 管册 _i(g) +T(^;0m)) (8.26)
2=1

由于树的线性组合可以很好地拟合训练数据，即使数据中的输入与输出之间的关 

系很复杂也是如此，所以提升树是一个高功能的学习算法。

下面讨论针对不同问题的提升树学习算法，其主要区别在于使用的损失函数不 

同。包括用平方误差损失函数的回归问题，用指数损失函数的分类问题，以及用一般 

损失函数的一般决策问题。

对于二类分类问题，提升树算法只需将AdaBoost算法8.1中的基本分类器限制 

为二类分类树即可，可以说这时的提升树算法是AdaBoost算法的特殊情况，这里不 

再细述。下面叙述回归问题的提升树。
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已知一个训练数据集T = {(也力),(力2,沙2),…，(优n,Un)}，XiE X Q Rn, X为 

输入空间，依e，UR,，为输出空间。在5.5节中已经讨论了回归树的问题。如果将 

输入空间*划分为J个互不相交的区域,Rj，并且在每个区域上确定输 

出的常量与，那么树可表示为

J
T(%⑼=£ Cjl{x G 均) (8.27)

7 = 1

其中，参数。={(/?i,C1),(7?2, C2), •…，(Hj, CJ))表示树的区域划分和各区域上的常 

数。J是回归树的复杂度即叶结点个数。

回归问题提升树使用以下前向分步算法：

fo㈤=o

/mW = + T(x; 0m), m = ,M

M
褊⑺=£ T(2；€Q 

m=l

在前向分步算法的第6步，给定当前模型%.1(%),需求解

N

©m = arg 喝 in££(%，加―i(g) + T(^;0m))
2=1

得到即第馆棵树的参数。

当采用平方误差损失函数时，

£(♦/(*)) = —— /3))2

其损失变为

L(y,fm_l⑸ + TQ； 0m)) = [y- An—1Q) - -(2；。馆)产

= [r- T(rr;0m)]2

这里，

r = y - fm—1⑺ (8.28)

是当前模型拟合数据的残差(residual)o所以，对回归问题的提升树算法来说，只需简 

单地拟合当前模型的残差。这样，算法是相当简单的。现将回归问题的提升树算法叙 

述如下。
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算法8.3 (回归问题的提升树算法)

输入：训练数据集丁={(力1,%))(①2,g2),・,・,(/N,gN)}，gw矛UR", yi^ycR； 

输出：提升树fM⑺。

(1)初始化/oQ) = 0。

(2)对m=1,2,…以

(a)按式(8.27)计算残差：

mi Vi - fm-lQi)) i = 12 …)N

(b)拟合残差r*学习一个回归树，得至1」7(N;€＞馆)。

(c)更新 =%-1(N)+ T(x; 0m)o

(3)得到回归问题提升树

M
fM⑶=£ T(x；em) 

m=l

例8.2已知如表8.2所示的训练数据，I的取值范围为区间[0,5,10.5], y的取值 

范围为区间[5,0,10.0],学习这个回归问题的提升树模型，考虑只用树桩作为基函数。

表8.2 训练数据表

Xi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Vi 5.56 5.70 5.91 6.40 6.80 7.05 8.90 8.70 9.00 9.05

解 按照算法8.3,第1步求九(力)即回归树/⑺。 

首先通过以下优化问题：

mm
S

min (% — ci)2 + min
0】 2―C2

XiERi

求解训练数据的切分点s：

Ri = {x\x W s}, — {2|优 > s}

容易求得在R1，R2内部使平方损失误差达到最小值的q，C2为

这里Ni，N2是Ri，R2的样本点数。

求训练数据的切分点。根据所给数据，考虑如下切分点:

1.5, 2.5, 3.5, 4.5, 5.5, 6.5, 7.5, 8.5, 9.5
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对各切分点，不难求出相应的Ri，R2, Ci，C2及

皿s)=吧n £ to-C1)2+min £ - c2)2
Xi^Ri

例如，当 s = 1.5 时，Ri = {1}, R2 = {2,3,…，10}, ci = 5.56, c2 = 7.50,

皿5)=噌 £ te-C1)2+min £ 3—)2 

XiERi XiER2

= 0 + 15.72 = 15.72

现将s及加⑶ 的计算结果列表如下(见表8.3)。

表8.3 计算数据表

S 1.5 2.5 3.5 4.5 5.5 6.5 7.5 8.5 9.5

m(<s) 15.72 12.07 8.36 5.78 3.91 1.93 8.01 11.73 15.74

由表8.3可知，当s = 6.5时机⑶ 达到最小值，此时 为={1,2,--6}, R2 = 

{7,8,9,10}, ci = 6.24, c2 = 8.91,所以回归树 TiQ)为

Ti⑺=
6.24, x < 6.5

8.91, x26.5 

fiQ) = Ti-)

用AW拟合训练数据的残差见表8.4,表中r2i = yi — fiE), 〃 = 1,2,…JO。

表8.4 残差表

Xi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

r2i -0.68 -0.54 -0.33 0.16 0.56 0.81 -0.01 -0.21 0.09 0.14

用fi⑺ 拟合训练数据的平方损失误差：

10
L(y)fi8)) = £ (%—fi(g)y = 1.93 

2=1

第2步求丁2(为。方法与求71 (乃一样，只是拟合的数据是表8.4的残差。可以得到:

丁2(乃=
-0.52,

0.22,

x < 3.5

x》3.5

5.72, x < 3.5
/2(为=/1(乃+72(/)=< 6.46, 3.5WK6.5

[9.13, x26.5
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用/2（乃拟合训练数据的平方损失误差是

10
£@"2⑺）=£ （%-由2（0））2 = 0.79

2=1

继续求得

| 0.15, x < 6.5
0（乃=〈 £血/3（为）=0.47,

—0.22, /26.5 

—0.16, 1 < 4.5
乙⑺=( ■y/4(2))=0.30,

)0.11, x24.5

0.07, ① < 6.5
75(0=〈 £(y/5(乃)=0.23,

I -0.11, n26.5

-0.15, x < 2.5
…。.…Z5

-3)= 一⑺ + 八0) = 71(优)+ ・• • + 75(/)+ —(%)

5.63)x < 2.5

5.82, 2.5 < / < 3.5

=< 6.56,3.5 < 力 < 4.5

6.83, 4.5 W ] < 6.5

8.95, x26.5

用/6(为拟合训练数据的平方损失误差是

10
L(y厅6(心))=£ (% - /6(0))2 = 0.17

2 = 1

假设此时已满足误差要求，那么=f6⑸ 即为所求提升树。

8.4.3梯度提升

提升树利用加法模型与前向分步算法实现学习的优化过程。当损失函数是平方损 

失和指数损失函数时，每一步优化是很简单的。但对一般损失函数而言，往往每一步 

优化并不那么容易。针对这一问题，Freidman提出了梯度提升（gradient boosting）算 
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法。这是利用最速下降法的近似方法，其关键是利用损失函数的负梯度在当前模型 

的值

_ 距/(0))-

作为回归问题提升树算法中的残差的近似值，拟合一个回归树。

算法8.4 (梯度提升算法)

输入：训练数据集T={(优 1,阴e — £ R； 

损失函数〃%/(乃)；

输出：回归树/(为。

(1)初始化
N

%(力)=arg min V 乙(外。)
C 2=1

(2)对巾=也

(a)对〃 = 1,2,・..，M计算

(b)对r*拟合一个回归树，得到第m棵树的叶结点区域Rmj,j = 12…)J。

(c)对，=1,2,…，J,计算

Cmj = arg min £ _i(g) + c)

(d)更新 frn⑺=fm_13 + £ CmjI(3 e Rmj)

3=1
(3)得到回归树

M
Cm,，(l £ Rmj ) 

m=l j = l

算法第1步初始化，估计使损失函数极小化的常数值，它是只有一个根结点的 

树。第2(a)步计算损失函数的负梯度在当前模型的值，将它作为残差的估计。对于平 

方损失函数，它就是通常所说的残差；对于一般损失函数，它就是残差的近似值。第 

2(b)步估计回归树叶结点区域，以拟合残差的近似值。第2(c)步利用线性搜索估计 

叶结点区域的值，使损失函数极小化。第2(d)步更新回归树。第3步得到输出的最终 

模型〃为。
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本章概要

1. 提升方法是将弱学习算法提升为强学习算法的统计学习方法。在分类学习中, 

提升方法通过反复修改训练数据的权值分布，构建一系列基本分类器（弱分类器），并将 

这些基本分类器线性组合，构成一个强分类器。代表性的提升方法是AdaBoost算法。

AdaBoost模型是弱分类器的线性组合：

M
1f （6） ）:

m=l

2. AdaBoost算法的特点是通过迭代每次学习一个基本分类器。每次迭代中，提 

高那些被前一轮分类器错误分类数据的权值，而降低那些被正确分类的数据的权值。 

最后，AdaBoost将基本分类器的线性组合作为强分类器，其中给分类误差率小的基 

本分类器以大的权值，给分类误差率大的基本分类器以小的权值。

3. AdaBoost的训练误差分析表明，AdaBoost的每次迭代可以减少它在训练数据 

集上的分类误差率，这说明了它作为提升方法的有效性。

4. AdaBoost算法的一个解释是该算法实际是前向分步算法的一个实现。在这个 

方法里，模型是加法模型，损失函数是指数损失，算法是前向分步算法。

每一步中极小化损失函数

N
= arg 叫inTL （统，An—1（g） + 0b（g；7））

得到参数战，7mo

5. 提升树是以分类树或回归树为基本分类器的提升方法。提升树被认为是统计学 

习中最有效的方法之一。

继续阅读

提升方法的介绍可参见文献[1, 2]o PAC学习可参见文献[3]o强可学习与弱可学 

习的关系可参见文献[4]o关于AdaBoost的最初论文是文献[5]o关于AdaBoost的前 

向分步加法模型解释参见文献[6],提升树与梯度提升可参见文献[6, 7]o AdaBoost只 

是用于二类分类，Schapire与Singer将它扩展到多类分类问题⑻。AdaBoost与逻辑 

斯谛回归的关系也有相关研究⑼。
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习 题

8.1 某公司招聘职员考查身体、业务能力、发展潜力这3项。身体分为合格1、 

不合格0两级，业务能力和发展潜力分为上1、中2、下3三级。分类为合格1、不 

合格-1两类。已知10个人的数据，如表8.5所示。假设弱分类器为决策树桩。试用 

AdaBoost算法学习一个强分类器。

表8.5应聘人员情况数据表

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
身体 0 0 1 1 1 0 1 1 1 0

业务能力 1 3 2 1 2 1 1 1 3 2
发展潜力 3 1 2 3 3 2 2 1 1 1

分类 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 -1 -1

8.2比较支持向量机、AdaBoost.逻辑斯谛回归模型的学习策略与算法。

参考文献
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第9章 EM算法及其推广

EM算法是一种迭代算法，1977年由Dempster等人总结提出，用于含有隐变 

量(hidden variable)的概率模型参数的极大似然估计，或极大后验概率估计。EM算法 

的每次迭代由两步组成：E步，求期望(expectation) ； M步，求极大(maximization) o 
所以这一算法称为期望极大算法(expectation maximization algorithm),简称EM算 

法。本章首先叙述EM算法，然后讨论EM算法的收敛性；作为EM算法的应用，介绍 

高斯混合模型的学习；最后叙述EM算法的推广—— GEM算法。

9.1 EM算法的引入

概率模型有时既含有观测变量(observable variable),又含有隐变量或潜在变 

量(latent variable)。如果概率模型的变量都是观测变量，那么给定数据，可以直接用 

极大似然估计法，或贝叶斯估计法估计模型参数。但是，当模型含有隐变量时，就不能 

简单地使用这些估计方法。EM算法就是含有隐变量的概率模型参数的极大似然估计 

法，或极大后验概率估计法。我们仅讨论极大似然估计，极大后验概率估计与其类似。

9.1.1 EM 算法

首先介绍一个使用EM算法的例子。

例9.1(三硬币模型)假设有3枚硬币，分别记作A, B, Co这些硬币正面出现 

的概率分别是7r, p和q。进行如下掷硬币试验：先掷硬币A,根据其结果选出硬币B 
或硬币C,正面选硬币B,反面选硬币C；然后掷选出的硬币，掷硬币的结果，出现正 

面记作1,出现反面记作0；独立地重复几次试验(这里，九=10),观测结果如下：

1,1,0,1,0,0,1,0,1,1

假设只能观测到掷硬币的结果，不能观测掷硬币的过程。问如何估计三硬币正面出现 

的概率，即三硬币模型的参数。
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解三硬币模型可以写作

p(M = £ pg z\e)= £ 。)

z z

=7Vpy Q — p)i—n + (1 — 7r)q"(l — q)i—， (9.1)

这里，随机变量y是观测变量，表示一次试验观测的结果是1或0；随机变量z是隐 

变量，表示未观测到的掷硬币A的结果；3 =(开,0,必是模型参数。这一模型是以上数 

据的生成模型。注意，随机变量沙的数据可以观测，随机变量z的数据不可观测。

将观测数据表示为y=(匕,K,…，匕)工，未观测数据表示为z=(Zi, Z2,…,zn)T 

则观测数据的似然函数为

P(H0) = £p(Z|9)P(HZ/) 
z

(9.2)

即
n

P[Y\e] = 口 阮夕叫1 — 0)1-% + (1 — 7T)产(1 — q)i-吗 

，=i

考虑求模型参数6 =(普0, q)的极大似然估计，即

人

0 = arg max log P(Y\0)

(9.3)

(9.4)

这个问题没有解析解，只有通过迭代的方法求解。EM算法就是可以用于求解这 

个问题的一种迭代算法。下面给出针对以上问题的EM算法，其推导过程省略。

EM算法首先选取参数的初值，记作机。)=伏⑼人⑼4⑼)，然后通过下面的 

步骤迭代计算参数的估计值，直至收敛为止。第，次迭代参数的估计值为。⑴= 

(江㈤,p⑴,q⑴)。EM算法的第i+1次迭代如下。

E步：计算在模型参数7T⑴，p⑴，q⑶下观测数据历来自掷硬币B的概率

〃(计1);____________________ 7r⑴(""*)1 j______________________

， 7T⑴(p⑴)的 (1_ + (1—7T⑴)(q('))% (1 — q.))i-附

M步：计算模型参数的新估计值

-1 九

…=2严 (9.6)
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P
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n (9.7)

(9.8)

进行数值计算。假设模型参数的初值取为

7r（。）= 0.5, p（。）= 0.5, 严）=0.5

由式（9.5）,对% = 1与%• = 0均有 河1）= 0.5o

利用迭代公式（9.6）~公式（9.8）,得到

7T ⑴=0.5, p ⑴=0.6, q ⑴=0.6

由式（9.5）,
母）=0.5, / = 1,2,…，10

继续迭代，得

7r⑵=0.5, p ⑵=0.6, q ⑵=0.6

于是得到模型参数。的极大似然估计：

亓= 0.5, p = 0.6, © = 0.6

7r = 0.5表示硬币A是均匀的，这一结果容易理解。

如果取初值万⑼=0.4, p（。）= 0.6, q（°）= 0.7,那么得到的模型参数的极大似然 

估计是介=0.4064, p = 0.5368, q = 0.6432。这就是说，EM算法与初值的选择有关, 

选择不同的初值可能得到不同的参数估计值。 ■

一般地，用K表示观测随机变量的数据，Z表示隐随机变量的数据。Y和Z连 

在一起称为完全数据（complete-data）,观测数据V又称为不完全数据（incomplete­

data）。 假设给定观测数据y,其概率分布是p{Y\e）,其中e是需要估计的模型参数, 

那么不完全数据y的似然函数是p（y|J）,对数似然函数L（J）= iogP（y|J）；假设y 

和z的联合概率分布是F（KZ|J）,那么完全数据的对数似然函数是logP（KZ|。）。
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EM算法通过迭代求£（。）= logP（H。）的极大似然估计。每次迭代包含两步：E 
步，求期望；M步，求极大化。下面来介绍EM算法。

算法9.1 （EM算法）

输入：观测变量数据匕隐变量数据z,联合分布p（k©。），条件分布p（z|k。）；

输出：模型参数九

（1）选择参数的初值。⑼，开始迭代；

（2） E步：记眼）为第z次迭代参数e的估计值，在第4 + 1次迭代的E步，计算

Q⑸理）= Ez[og 尸（QZ|6）|匕网]

=£ log P（K Z\e）P（Z\Y,。⑴） （9.9）
z

这里，p（z|y/⑴）是在给定观测数据y和当前的参数估计服）下隐变量数据z的条 

件概率分布；

（3） M步：求使QG。⑴）极大化的e,确定第2 + 1次迭代的参数的估计值的+1）

。（2+1） =argmaxQ ⑹。⑴） （9.10）
0

（4）重复第（2）步和第 ⑶ 步，直到收敛。 ■

式（9.9）的函数Q（。,m）是EM算法的核心,称为Q函数（Q function）。

定义9.1 （Q函数） 完全数据的对数似然函数logP（KZ|。）关于在给定观测数 

据Y和当前参数。⑴下对未观测数据Z的条件概率分布P（Z|K。⑴）的期望称为Q 

函数，即

Qd） = Ez[logP（KZ|6）[K。⑴] （9.11）

下面关于EM算法作几点说明：

步骤（1）参数的初值可以任意选择，但需注意EM算法对初值是敏感的。

步骤（2） E步求Q（。,。⑴）。Q函数式中Z是未观测数据，K是观测数据。注 

意，Q（6,6⑶）的第1个变元表示要极大化的参数，第2个变元表示参数的当前估计 

值。每次迭代实际在求Q函数及其极大。

步骤⑶ M步求Q（。,。⑴）的极大化，得到静+1）,完成一次迭代静）-> 静+1）。 

后面将证明每次迭代使似然函数增大或达到局部极值。

步骤（4）给出停止迭代的条件，一般是对较小的正数勺,功，若满足

—+D—正）|| <£]或 ||Q（於+1），）） —Q（即）心⑴川 <£2

则停止迭代。
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9.1.2 EM算法的导出

上面叙述了 EM算法。为什么EM算法能近似实现对观测数据的极大似然估计 

呢？下面通过近似求解观测数据的对数似然函数的极大化问题来导出EM算法，由此 

可以清楚地看出EM算法的作用。

我们面对一个含有隐变量的概率模型，目标是极大化观测数据（不完全数据）K 

关于参数。的对数似然函数，即极大化

l⑹=log p(y|。)= log £ p(k z\e)
z

(5
P{Y\Z, 61)P(Z|0)=log (9.12)

注意到这一极大化的主要困难是式⑼12）中有未观测数据并有包含和（或积分）的 

对数。

事实上，EM算法是通过迭代逐步近似极大化的。假设在第i次迭代后e的 

估计值是。⑴。我们希望新估计值。能使增加，即l⑼ > ⑴），并逐步达到极 

大值。为此，考虑两者的差：

L(^)-L(6»w)-log P(HZ,0)P(Z|0) -iogp(y|6»w)

利用Jensen不等式（Jensen inequality）①得到其下界:

L⑼-⑴）=log gp（z|y,m）等盟盟。）） _logP(Y|。⑴)

》£尸（>匕叫log尸北嚣片）_腕。①叫Z/
= £p(z|K 叫 log 

z

P(Y\Z, e)P(Z|61) 

p(z|k。⑴)p(y|e(£))

令

B⑹网）乜（旭）+ E P（ZE。⑴）log 湍m需|累））⑼13） 
z

则

认。）》B（eW） （9.14）

①这里用到的是iog£入汹》£ 入 log%,其中Xj》o, £ Xj = lo
3 i 3
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即函数⑴）是L⑻ 的一个下界,而且由式（9.13）可知,

L(/)) = 6(。⑴,。⑴) (9.15)

因此，任何可以使6（4。⑴）增大的仇也可以使£（。）增大。为了使£（。）有尽可能大 

的增长，选择为+1）使⑴）达到极大，即

0("1) = argm尸 6(仇。⑴) (9.16)

现在求。（计1）的表达式。省去对。的极大化而言是常数的项，由式（9.16）、式（9.13） 
及式（9.10）,有

8(2+1) - argm^x 小（叫+ £ P（z|y,叫log °器留制窝）

=arg max £ P(Z|K。⑴)log(P(Y|Z/)P(Z|。))

=arg nmx ( £p(z|⑴)logp(kz\e)j

=argmaxQ(0,0^) (9.17)

式（9.17）等价于EM算法的一次迭代，即求Q函数及其极大化。EM算法是通过 

不断求解下界的极大化逼近求解对数似然函数极大化的算法。

图9.1给出EM算法的直观解释。图中上方曲线为L网,下方曲线为B（9,9⑶）。由 

式（9.14）, 6（4。⑴）为对数似然函数£（。）的下界。由式⑼15）,两个函数在点9 =。⑶

。⑺ #+i） e

图9.1 EM算法的解释
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处相等。由式（9.16）和式（9.17）, EM算法找到下一个点静+1）使函数⑴）极大 

化，也使函数QG即））极大化。这时由于L⑻》8（仇静）），函数8（仇的））的增加, 

保证对数似然函数乙（。）在每次迭代中也是增加的。EM算法在点。（计％重新计算Q 

函数值，进行下一次迭代。在这个过程中，对数似然函数L（6）不断增大。从图可以推 

断出EM算法不能保证找到全局最优值。

9.1.3 EM算法在无监督学习中的应用

监督学习是由训练数据｛（卬阴乂如於）,…，Qn,Un）｝学习条件概率分布 

P（Y\X）或决策函数V = "X）作为模型，用于分类、回归、标注等任务。这时 

训练数据中的每个样本点由输入和输出对组成。

有时训练数据只有输入没有对应的输出｛（3,・），（22,・）,•・・，•）｝,从这样 

的数据学习模型称为无监督学习问题。EM算法可以用于生成模型的无监督学习。生 

成模型由联合概率分布p（x,y）表示，可以认为无监督学习训练数据是联合概率分布 

产生的数据。X为观测数据，y为未观测数据。

9.2 EM算法的收敛性

EM算法提供一种近似计算含有隐变量概率模型的极大似然估计的方法。EM算法 

的最大优点是简单性和普适性。我们很自然地要问：EM算法得到的估计序列是否收 

敛？如果收敛，是否收敛到全局最大值或局部极大值？下面给出关于EM算法收敛性 

的两个定理。

定理9.1 设为观测数据的似然函数，。⑴•…）为EM算法得到 

的参数估计序列,p（y”⑴）（£ = 1,2,…）为对应的似然函数序列，则尸（丫|。⑴）是单 

调递增的，即

P（Y|6»（“+i））》⑴） （9.18）

证明由于

取对数有

P（Y\6）=
P（KZ|。）

P（Z|K。）

log P（y I。）= log P（K Z|0） — log P（Z|K 9）

由式（9.11）

QG。⑴）=£ log p（y, z\e）p（z\Y,。⑴） 

z
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令

HG。⑶）=£logP（Z|KO）P（Z|K 抑）） （9.19）
Z

于是对数似然函数可以写成

log P{Y\e）= Q（4。⑴）-H⑹。⑶） （9.20）

在式（9.20）中分别取e为。⑴和。（计1）并相减，有

iogp（yp（i+1））— iogP（y|。⑴）

=[Q例计明为））一Q（。⑴/⑴）]-月（。（"1）4㈤）一H（。⑴]⑴）]（9.21）

为证式（9.18）,只需证式（9.21）右端是非负的。式（9.21）右端的第1项，由于 

欧+1）使q（6”£））达到极大，所以有

Q（e（E+%。⑴）一Q（。⑴/⑴）20 （9.22）

其第2项，由式（9.19）可得：

H（砂+1）,脾）—H（脾，为））=£ （log 号常需））P（Z|Y＞）） 
z \ \ I ， / /

Wbgg谭荐5m））
=log（£ P（Z|y,抑+1））） = 0 （9.23）

这里的不等号由Jensen不等式得到。

由式（9.22）和式（9.23）即知式（9.21）右端是非负的。 ■

定理9・2 设£（。）= logP（y|。）为观测数据的对数似然函数，。⑶0 = 1,2,…）

为EM算法得到的参数估计序列，= 为对应的对数似然函数序列。

（1）如果P（Y\0）有上界，则上伊⑴）=logP（V|静））收敛到某一值L*;
（2）在函数QG"）与L（9）满足一定条件下，由EM算法得到的参数估计序列 

静）的收敛值。*是乙⑹的稳定点。

证明 ⑴ 由l⑻=iogp（y|^））的单调性及p（y\e）的有界性立即得到。

（2）证明从略，参阅文献同。 ■
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定理9.2关于函数Q（O,H）与乙（。）的条件在大多数情况下都是满足的。EM算法 

的收敛性包含关于对数似然函数序列£（。（，））的收敛性和关于参数估计序列。⑴的收 

敛性两层意思，前者并不蕴涵后者。此外，定理只能保证参数估计序列收敛到对数似 

然函数序列的稳定点，不能保证收敛到极大值点。所以在应用中，初值的选择变得非 

常重要，常用的办法是选取几个不同的初值进行迭代，然后对得到的各个估计值加以 

比较，从中选择最好的。

9.3 EM算法在高斯混合模型学习中的应用

EM算法的一个重要应用是高斯混合模型的参数估计。高斯混合模型应用广泛, 

在许多情况下，EM算法是学习高斯混合模型（Gaussian mixture model）的有效 

方法。

9.3.1 高斯混合模型

定义9.2 （高斯混合模型）高斯混合模型是指具有如下形式的概率分布模型：

K
口训。）=工m0（对外） （9.24）

k=l

K
其中，ak是系数，ak20, £软=1； My Wk）是高斯分布密度，0k =（疾,煽）， 

k=l

加"） 二 exP （一笥答） ⑼25）

称为第k个分模型。

一般混合模型可以由任意概率分布密度代替式（9.25）中的高斯分布密度，我们只 

介绍最常用的高斯混合模型。

9.3.2 高斯混合模型参数估计的EM算法

假设观测数据网,外,--由高斯混合模型生成，

K
PQ/口）= £ ⑷札） （9.26）

k=l
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其中，e =（明,9,……，。k）。我们用EM算法估计高斯混合模型的 

参数仇

1 .明确隐变量，写出完全数据的对数似然函数

可以设想观测数据列，/ = 1,2,..・，N,是这样产生的：首先依概率选择第人 

个高斯分布分模型0（切牝），然后依第k个分模型的概率分布0（对优）生成观测数据 

y”这时观测数据%，，=1,2,…. ,N,是已知的；反映观测数据勿来自第k个分模 

型的数据是未知的，k = l,2「..，K,以隐变量%%表示，其定义如下：

（1,第］•个观测来自第k个分模型 

力& - \
［0,否则

，=1,2,…，N; k = l,2,…，K （9.27）

是0-1随机变量。

有了观测数据%及未观测数据％*,那么完全数据是

（坊口，1门小…门jK）＞ j = 12…）N

于是，可以写出完全数据的似然函数:

N2外加=11「(勿,为1,为2)・一

片1

K N=JI II屈。(%％产, 
k=lj=l
K N=11。/11协(%")「"
k=l J = 1

N K

式中,Tlk —〉［%k，〉:九k = No

j=l k=l

那么，完全数据的对数似然函数为

K I N
log P(y> ?|(?) = £(加 log + £ yjk

k=l I ，=1
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2 . EM算法的E步：确定Q函数

Q（/呼）） = E[k）gP®"。）0。⑴]

（9.28）

这里需要计算上（力记为由小

7jfc =后①而⑼=P（7jfc = 1。。）

=-
― _k

£P（7汴=1M。）

k=l
= P（n八 = 1 ⑼「（廿=1忸）

£「*\廿=i ⑼ P（Yk = i0） 
k=i

=1-----------，j = 1,2,・一/
£耿。（%]/） 

k=i

a = 12 …，k

是在当前模型参数下第，个观测数据来自第k个分模型的概率，称为分模型k对 

观测数据力的响应度。

N
将 5jk = Eyjk 及%c = £ E73k 代入式（9.28）,即得

，=i

K [ N
Q（e" = £（nk log ak + 

k=l I j=l

（9.29）

3 .确定EM算法的M步

迭代的m步是求函数q（4。⑴）对e的极大值，即求新一轮迭代的模型参数:

°（2+1） - arg max Q（仇旭）
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用 即 温 及/，k = 12…，K，表示静+D的各参数。求说，说 只需将 
K

式（9.29）分别对性，味求偏导数并令其为0,即可得到；求耿是在£州=1条件 
k—1

下求偏导数并令其为0得到的。结果如下： "

N

泳=q——,k = l,2,….,K （9.30）

N
）：名%（%k）2

光二空F------------- ， k = l,2,….,K （9.31）

，=1

N

耿=爷=~， k = 12…，K （9.32）

重复以上计算，直到对数似然函数值不再有明显的变化为止。

现将估计高斯混合模型参数的EM算法总结如下。

算法9.2 （高斯混合模型参数估计的EM算法）

输入：观测数据列，续,••• 4N，高斯混合模型；

输出：高斯混合模型参数。

（1）取参数的初始值开始迭代；

（2） E步：依据当前模型参数，计算分模型k对观测数据%的响应度

人 耿。（勿|优）

7汴 一 ~K

k=l

k = )Kj = 12 …，N;

（3） M步：计算新一轮迭代的模型参数

N

砺=彳-----，k = l,2,….,K

，=1
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N
52 由_ Nk)2

a=―—M---------- ， /c = 1,2, • • • ,K
汴

J=1

N
£夕汴

&k = —, k = l,2,….,K

(4)重复第(2)步和第(3)步，直到收敛。

9.4 EM算法的推广

EM算法还可以解释为夕函数(P function)的极大-极大算法(maximization- 
maximization algorithm),基于这个解释有若干变形与推广，如广义期望极大 

(generalized expectation maximization, GEM) 算法。下面予以介绍。

9.4.1 尸函数的极大-极大算法

首先引进F函数并讨论其性质。

定义9.3 (尸函数) 假设隐变量数据Z的概率分布为F(Z),定义分布P与参

数。的函数9(巨］)如下：

F(P, 0)=辱［log P(Y, Z|。)］ + H(户) (9.33)

称为F函数。式中H(F) = -Ep logF(Z)是分布F(Z)的嫡。

在定义9.3中，通常假设P(KZ|6)是6的连续函数，因而尸(户⑼ 是户和6的 

连续函数。函数9(艮。)还有以下重要性质。

引理9.1 对于固定的仇 存在唯一的分布Pe极大化F①⑼,这时Pe由下式 

给出：

2(z)= p(z|y/) (9.34)

并且A随。连续变化。
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证明 对于固定的仇可以求得使尸(凡。)达到极大的分布A(Z)。为此，引进拉 

格朗日乘子M拉格朗日函数为

L = Ep log P(Y, Z\e)- Ep log P(Z) + X (1 — £ 户(Z)) (9.35)

将其对P求偏导数：

= log F(y, z\e)~ log P(z)-1-A

令偏导数等于o,得出

入=log P(K Z⑻ - log 3 (Z) _ 1

由此推出8(Z)与P(Y,Z\6)成比例

P(y，ZW) _ Pi+A 〜 e
居(Z)

再从约束条件£B(Z) = 1得式⑼34)。 

z
由假设P(K Z\e)是0的连续函数，得到Pe是0的连续函数。 ■

弓I理 9.2 若 A(Z) = F(Z|K。)，则

F(F^) -logF(y|(9) (9.36)

证明作为习题，留给读者。

由以上引理，可以得到关于EM算法用F函数的极大-极大算法的解释。

定理9.3 设一⑻= iogP(y|。)为观测数据的对数似然函数,M 〃 = i2・・r 
为EM算法得到的参数估计序列，函数由式(9.33)定义。如果厂(户⑼ 在户* 

和有局部极大值，那么L⑹也在0*有局部极大值。类似地，如果F(P,0)在F* 

和。*达到全局最大值，那么LQ)也在6*达到全局最大值。

证明 由引理9.1和引理9.2可知，£(。)= logP(y|。)=尸(24)对任意。成立。 

特别地，对于使R(户力)达到极大的参数有

Lg = F®*")=尸(户*,。*) (9.37)

为了证明0*是L⑼ 的极大点，需要证明不存在接近9*的点6**,使L(。**) > £(。*)。 

假如存在这样的点那么应有P(A**/**) >歹(户*/*),这里户** = B**。但因A 
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是随0连续变化的，F**应接近F*,这与F*和9*是F（"。）的局部极大点的假设 

矛盾。

类似可以证明关于全局最大值的结论。 ■

定理9.4 EM算法的一次迭代可由F函数的极大-极大算法实现。

设。⑶为第i次迭代参数。的估计，户⑴为第i次迭代函数户的估计。在第，+ 1 
次迭代的两步为：

（1）对固定的。⑴,求户计1）使⑴）极大化；

（2）对固定的户（计1）,求。（计1）使F0+1）⑼极大化。

证明 （1）由引理9.1,对于固定的。⑴，

户叶i）（Z）=2⑴（Z）=尸（Z|K。⑴）

使F（艮静））极大化。此时，

F（河+1）, 0） = Ep（i+1） [log P（Y, Z\6）] + H（河+D）

=£ log p（k z|e）p（z Y/⑴）+ a（户（"i）） 

z

由Q（。,。⑴）的定义式（9.11）有

Fp+i）⑼=砂））+ H（户（计 i））

（2）固定河+1）,求欧+1）使R（河+1）,。）极大化。得到

@（2+1） - arg maxF但H+D,= arg maxQ（仇。⑴） 
0 0

通过以上两步完成了 EM算法的一次迭代。由此可知，由EM算法与F函数的极大-极

大算法得到的参数估计序列。⑴，。=1,2,…，是一致的。 ■

这样，就有EM算法的推广。

9.4.2 GEM 算法

算法9.3 （GEM算法1）
输入：观测数据，F函数；

输出：模型参数。

（1）初始化参数。（°）,开始迭代；

（2）第，+ 1次迭代，第1步：记册）为参数0的估计值，A⑴为函数P的估计, 

求户（£+1）使p极大化厂（艮静））；



190 第9章 EM算法及其推广

（3）第2步：求。（计1）使F（河+1）,。）极大化；

（4）重复⑵和（3）,直到收敛。 ■

在GEM算法1中，有时求Q（。,。⑴）的极大化是很困难的。下面介绍的GEM算 

法2和GEM算法3并不是直接求敌+1）使Q（9,。⑶）达到极大的3,而是找一个 

。（计 1）使得 Q（静+1）,幽）> Q（W））°
算法9.4 （GEM算法2）
输入：观测数据，Q函数；

输出：模型参数。

（1）初始化参数4°）,开始迭代；

（2）第〃 + 1次迭代，第1步：记。⑶为参数0的估计值，计算

Q（6,叫=Ez\logP（Y,Z\0）\Y,e^]

= £p（z|y,/））iogp（y;z|。） 

z

（3）第2步：求。（计1）使

Q（欧+1）,叫 > Q（砂）,即））

（4）重复⑵和（3）,直到收敛。 ■

当参数e的维数为d （d》2）时、可采用一种特殊的GEM算法，它将EM算法的 

M步分解为d次条件极大化，每次只改变参数向量的一个分量，其余分量不改变。

算法9.5 （GEM算法3）
输入：观测数据，Q函数；

输出：模型参数。

（1）初始化参数。（°）=（理），嗖 …榨）），开始迭代；

⑵第，+ 1次迭代，第1步：记网=（砥，酸），…，砂））为参数 

的估计值，计算

Q（4叫=Ez[logP（y,Z|J）|K。⑴]

= £p（Z|g，））logP（KZ|6）

Z

（3）第2步：进行d次条件极大化：

首先,在磴），…虏）保持不变的条件下求使⑴）达到极大的或+D;
然后，在。1 =。"），％•=中，j・ = 3,4,・..的条件下求使砥仇机。））达到极大 

的砂十%
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如此继续,经过d次条件极大化,得到如+1）=（碎+D,欧+D,…，磅+D）使得

Q@i+1）,叫叫

（4）重复⑵和（3）,直到收敛。

本章概要

1. EM算法是含有隐变量的概率模型极大似然估计或极大后验概率估计的迭代算 

法。含有隐变量的概率模型的数据表示为P（KZ|。）。这里，Y是观测变量的数据，Z 
是隐变量的数据，e是模型参数。EM算法通过迭代求解观测数据的对数似然函数 

L（0）=logP（y|0）的极大化，实现极大似然估计。每次迭代包括两步：E步，求期望, 

即求log尸关于尸（z|y,»））的期望：

QG。⑴）=£ log F（y, z|o）p（z|k 即）） 

z

称为Q函数，这里J⑴是参数的现估计值；M步，求极大，即极大化Q函数得到参数 

的新估计值：

。（2+1） - arg max Q（4。⑺） 
o

在构建具体的EM算法时，重要的是定义Q函数。每次迭代中，EM算法通过极 

大化Q函数来增大对数似然函数L（6）。

2. EM算法在每次迭代后均提高观测数据的似然函数值，即

p（y|为+i））》p（y|6>⑴）

在一般条件下EM算法是收敛的，但不能保证收敛到全局最优。

3. EM算法应用极其广泛，主要应用于含有隐变量的概率模型的学习。高斯混合 

模型的参数估计是EM算法的一个重要应用，下一章将要介绍的隐马尔可夫模型的无 

监督学习也是EM算法的一个重要应用。

4. EM算法还可以解释为R函数的极大-极大算法。EM算法有许多变形，如 

GEM算法。GEM算法的特点是每次迭代增加F函数值（并不一定是极大化歹函 

数），从而增加似然函数值。
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继续阅读

EM算法由Dempster等人总结提出⑴。类似的算法之前已被提出，如Baum- 

Welch 算法，但是都没有EM算法那么广泛。EM算法的介绍可参见文献［2〜4］。EM算 

法收敛性定理的有关证明见文献［5］o GEM是由Neal与Hinton提出的⑹。

习 题

9.1 如例9.1的三硬币模型。假设观测数据不变，试选择不同的初值，例如，7T（°）= 
0.46, p（°）= 0.55, q（°）= 0.67,求模型参数0 = （%p,q）的极大似然估计。

9.2 证明引理9.2。

9.3 已知观测数据 一67, -48, 6, 8, 14, 16, 23, 24, 28, 29, 41, 49, 56, 60, 75 
试估计两个分量的高斯混合模型的5个参数。

9.4 EM算法可以用到朴素贝叶斯法的无监督学习。试写出其算法。

参考文献

[1] Dempster A P, Laird N M, Rubin D B. Maximum-likelihood from incomplete data via 
the EM algorithm. Journal of the Royal Statistic Society (Series B), 1977, 39(1): 1—38.

[2] Hastie T, Tibshirani R, Friedman J. The elements of statistical learning: data mining, 
inference, and prediction. Springer-Verlag, 2001.(中译本：统计学习基础----- 数据挖

掘、推理与预测.范明，柴玉梅，咎红英等译.北京：电子工业出版社，2004.)
[3] McLachlan G, Krishnan T. The EM algorithm and extensions. New York: John Wiley 

& Sons, 1996.
[4]茄诗松，王静龙，濮晓龙.高等数理统计.北京：高等教育出版社；海登堡：斯普林格出版 

社,1998.
[5] Wu C F J. On the convergence properties of the EM algorithm. The Annals of Statistics, 

1983, 11: 95-103.
[6] Radford N, Geoffrey H, Jordan M I. A view of the EM algorithm that justifies incre­

mental, sparse, and other variants. In: Learning in Graphical Models. Cambridge, 
MA: MIT Press, 1999, 355-368.



第10章隐马尔可夫模型

隐马尔可夫模型(hidden Markov model, HMM)是可用于标注问题的统计学习 

模型，描述由隐藏的马尔可夫链随机生成观测序列的过程，属于生成模型。本章首先 

介绍隐马尔可夫模型的基本概念，然后分别叙述隐马尔可夫模型的概率计算算法、学 

习算法以及预测算法。隐马尔可夫模型在语音识别、自然语言处理、生物信息、模式 

识别等领域有着广泛的应用。

10.1 隐马尔可夫模型的基本概念

10.1.1 隐马尔可夫模型的定义

定义10.1 (隐马尔可夫模型) 隐马尔可夫模型是关于时序的概率模型，描述由 

一个隐藏的马尔可夫链随机生成不可观测的状态随机序列，再由各个状态生成一个观 

测从而产生观测随机序列的过程。隐藏的马尔可夫链随机生成的状态的序列，称为状 

态序列(state sequence );每个状态生成一个观测,而由此产生的观测的随机序列，称 

为观测序列(observation sequence )。序列的每一个位置又可以看作是一个时刻。

隐马尔可夫模型由初始概率分布、状态转移概率分布以及观测概率分布确定。隐 

马尔可夫模型的形式定义如下：

设Q是所有可能的状态的集合，V是所有可能的观测的集合：

Q = ｛仇42)・・.4n｝, V = ｛。1W2)・一

其中，N是可能的状态数，M是可能的观测数。

I是长度为T的状态序列，O是对应的观测序列：

I = O = …)07)

A是状态转移概率矩阵:
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/ = laij] NxN (I。」)

其中，

% = = q,悦=敏)，z = 1,2, ­ •• ,N- j = 1,2, ­ • • ,N (10.2)

是在时刻t处于状态qi的条件下在时刻t + 1转移到状态的的概率。

B是观测概率矩阵：

B —也(k)〕NxM (10.3)

其中，

%(") = F(S =阪历=%), k = l,2,…，M; ，= 1,2,…，N (10.4)

是在时刻力处于状态q3的条件下生成观测vk的概率。

7T是初始状态概率向量：

7T =(7Tj) (10.5)

其中，

7Fj = P(Z1 = qJ, i = 1,2, • • • ,N (10.6)

是时刻t = 1处于状态qi的概率。

隐马尔可夫模型由初始状态概率向量7T、状态转移概率矩阵A和观测概率矩阵B 

决定。7T和4决定状态序列，B决定观测序列。因此，隐马尔可夫模型A可以用三元 

符号表示，即

A = (A,B,7r) (10.7)

AB,%称为隐马尔可夫模型的三要素。

状态转移概率矩阵4与初始状态概率向量7T确定了隐藏的马尔可夫链，生成不 

可观测的状态序列。观测概率矩阵B确定了如何从状态生成观测，与状态序列综合确 

定了如何产生观测序列。

从定义可知，隐马尔可夫模型作了两个基本假设：

(1)齐次马尔可夫性假设，即假设隐藏的马尔可夫链在任意时刻力的状态只依赖 

于其前一时刻的状态，与其他时刻的状态及观测无关，也与时刻t无关：

P(it\it-i,ot-i, • • • ,-ii,oi) = i = 1,2, • • • ,T (10.8)

(2)观测独立性假设，即假设任意时刻的观测只依赖于该时刻的马尔可夫链的状 

态，与其他观测及状态无关：

or 3T-ijOr-i> , , , 3t+i, 0t+i3t3t-i5 0t-i, , • , 0i) = P{ot\it) (10.9)
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隐马尔可夫模型可以用于标注，这时状态对应着标记。标注问题是给定观测的序 

列预测其对应的标记序列。可以假设标注问题的数据是由隐马尔可夫模型生成的。这 

样我们可以利用隐马尔可夫模型的学习与预测算法进行标注。

下面看一个隐马尔可夫模型的例子。

例10.1 （盒子和球模型）假设有4个盒子，每个盒子里都装有红、白两种颜色 

的球，盒子里的红、白球数由表10.1列出。

表10.1 各盒子的红、白球数

盒子

1 2 3 4
红球数 5 3 6 8
白球数 5 7 4 2

按照下面的方法抽球，产生一个球的颜色的观测序列：

• 开始，从4个盒子里以等概率随机选取1个盒子，从这个盒子里随机抽出1个 

球，记录其颜色后，放回；

• 然后，从当前盒子随机转移到下一个盒子，规则是：如果当前盒子是盒子1,那 

么下一盒子一定是盒子2；如果当前是盒子2或3,那么分别以概率0.4和0.6转移到 

左边或右边的盒子；如果当前是盒子4,那么各以0.5的概率停留在盒子4或转移到 

盒子3；

• 确定转移的盒子后，再从这个盒子里随机抽出1个球，记录其颜色，放回；

• 如此下去，重复进行5次，得到一个球的颜色的观测序列：

0 =（红，红，白，白，红）

在这个过程中，观察者只能观测到球的颜色的序列，观测不到球是从哪个盒子取出的, 

即观测不到盒子的序列。

在这个例子中有两个随机序列，一个是盒子的序列（状态序列），一个是球的颜色 

的观测序列（观测序列）。前者是隐藏的，只有后者是可观测的。这是一个隐马尔可夫 

模型的例子。根据所给条件，可以明确状态集合、观测集合、序列长度以及模型的三 

要素。

盒子对应状态，状态的集合是：

Q = {盒子1,盒子2,盒子3,盒子4}, N = 4

球的颜色对应观测。观测的集合是:

/=｛红，白｝, M = 2
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状态序列和观测序列长度7 = 5。

初始概率分布为

7T = (0.25, 0.25, 0.25, 0.25)T

状态转移概率分布为

0 10 0
0.4 0 0.6 0

A =
0 0.4 0 0.6
0 0 0.5 0.5

观测概率分布为

0.5 0.5
0.3 0.7

B =
0.6 0.4
0.8 0.2

10.1.2 观测序列的生成过程

根据隐马尔可夫模型定义，可以将一个长度为7的观测序列0 = (。1,。2「-，。7) 
的生成过程描述如下。

算法10.1 (观测序列的生成)

输入：隐马尔可夫模型入= (A,5 7T),观测序列长度T；

输出：观测序列。=…，。7)。

(1)按照初始状态分布"产生状态，1；
(2)令1=1;
(3)按照状态it的观测概率分布b藐(k)生成5；

(4)按照状态it的状态转移概率分布｛出品+]｝产生状态it+i，it+i = 1,2,…，N；
⑸令力=1+ 1；如果t < T,转步(3)；否则，终止。 ■

10.1.3 隐马尔可夫模型的3个基本问题

隐马尔可夫模型有3个基本问题：

(1)概率计算问题。给定模型入=(45在)和观测序列0 = (。1,。2,…，。T)，计 

算在模型A下观测序列O出现的概率P(O|A)o
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(2)学习问题。已知观测序列0 = (01,02,…，。丁)，估计模型入=(45万)参数， 

使得在该模型下观测序列概率P(0|R最大。即用极大似然估计的方法估计参数。

(3)预测问题，也称为解码(decoding)问题。已知模型入=(45万)和观测 

序列。，。T)，求对给定观测序列条件概率P(1|O)最大的状态序列 

1=22,…，讨)。即给定观测序列，求最有可能的对应的状态序列。

下面各节将逐一介绍这些基本问题的解法。

10.2概率计算算法

本节介绍计算观测序列概率F(O|A)的前向(forward)与后向(backward)算法。 

先介绍概念上可行但计算上不可行的直接计算法。

10.2.1直接计算法

给定模型入=(4,8/)和观测序列。=(。1,。2,・-，。丁)，计算观测序列0出现 

的概率F(O|A)o最直接的方法是按概率公式直接计算。通过列举所有可能的长度为T 
的状态序列/ =(机办…求各个状态序列/与观测序列O = (。1,。2,…，。T) 
的联合概率P(O,1|X)，然后对所有可能的状态序列求和，得到P(O|X)。

状态序列/ = T)的概率是：

出2。3 1 %1&122 (10.10)

对固定的状态序列I = …)勿)，观测序列O =(01,02, ♦ , ♦ , OT)的概率是:

P(O|/, A)=⑦1(。1)%(。2)…%t(ot) (10.11)

。和/同时出现的联合概率为

P(O,1|A) = P(O|/,A)P(1|A)

=短1-1(。1)。。1.，2(。2)♦ ♦ ♦。如 一 1biTM (10.12)

然后，对所有可能的状态序列/求和，得到观测序列。的概率P(O|A),即

「(0|一 = £/0心)尸(中)

I

= 工 仇1(。1)。,32%(。2)…。如_1 %%(。7) (10.13)
近八2、…Ct
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但是，利用公式(10.13)计算量很大，是O(TNT)阶的，这种算法不可行。

下面介绍计算观测序列概率口。1入)的有效算法：前向-后向算法(forward­

backward algorithm)。

10.2.2 前向算法

首先定义前向概率。

定义10.2 (前向概率) 给定隐马尔可夫模型A,定义到时刻t部分观测序列为 

。1,。2,…土且状态为Qi的概率为前向概率，记作

必⑶=口。1,。2,・・・，。幻加=9i|A) (10.14)

可以递推地求得前向概率小⑴及观测序列概率P(O|A)o

算法10.2 (观测序列概率的前向算法)

输入：隐马尔可夫模型A,观测序列O；

输出：观测序列概率P(O|X)。

(1)初值

明⑴=明仇(。1),分=1,2,…，N (10.15)

(2)递推对力= 1,2,・・一T—1,

N

a计 1(，) = £at(j)aji 区(o什i), i = …)N

j=i

(3)终止

N
P(O|A) = £aT ⑶

2=1

(10.16)

(10.17)

前向算法，步骤(1)初始化前向概率，是初始时刻的状态21 = Qi和观测01的 

联合概率。步骤(2)是前向概率的递推公式，计算到时刻1+ 1部分观测序列为 

。1,。2,--。打。£+1且在时刻1+1处于状态型的前向概率,如图10.1所示。在式 

(10.16)的方括弧里，既然以⑺是到时刻t观测到。1,。2, • • • 并在时刻t处于状态 

%的前向概率，那么乘积%⑺的就是到时刻力观测到。1,。2,…，5并在时刻4处于 

状态Qj而在时刻f+ 1到达状态Qi的联合概率。对这个乘积在时刻方的所有可能的
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N个状态的求和，其结果就是到时刻土观测为。1,。2,-・，。力并在时刻方+ 1处于状 

态Qi的联合概率。方括弧里的值与观测概率①(S+1)的乘积恰好是到时刻1+ 1观测 

到。1,。2,・-，。匕02+1并在时刻1+ 1处于状态%的前向概率必+1(1)。步骤(3)给出 

P(O|A)的计算公式。因为

。丁⑶=口。1,。2)…C = Qi|A)

所以
N

图10.1 前向概率的递推公式

如图10.2所示，前向算法实际是基于“状态序列的路径结构”递推计算P(O|A) 
的算法。前向算法高效的关键是其局部计算前向概率，然后利用路径结构将前 

向概率“递推”到全局，得到P(O|A)o具体地，在时刻1=1,计算因⑴的N 

个值此=1,2,….,N)；在各个时刻土 = —1,计算以+i(初的N个值

0 = 1,2,…，N),而且每个&什1⑴的计算利用前一时刻N个四(力。减少计算量的 

原因在于每一次计算直接引用前一个时刻的计算结果，避免重复计算。这样，利用前 

向概率计算P(O|A)的计算量是。可27)阶的，而不是直接计算的O(TNT)阶。

1 2 3

图10.2 观测序列路径结构
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例10.2考虑盒子和球模型A = (AB,7t),状态集合Q = ｛1,2,3),观测集合 

/ = ｛红,白｝,

0.5 0.2 0.3 0.5 0.5 0.2

A = 0.3 0.5 0.2 ,B = 0.4 0.6 7T = 0.4

0.2 0.3 0.5 0.7 0.3 0.4

设T = 3, O =(红，白，红)，试用前向算法计算P(O|A)o 

解按照算法10.2

(1)计算初值

.1(1)=万1一(。1) = 0.10

3(2)=万2电(。1) = 0.16

%(3) = 7F3b3(。1) = 0.28

(2)递推计算

3
P（OA） = £_3（. = 0.13022

i=l

。2⑴=

■ 3 ■

£明（初。〃

-，=i .

比（。2）= 0.154 x 0.5 = 0.077

a^2）=
■ 3 '

-£=1 .

心（。2）= 0.184x0.6 = 0.1104

劭⑶=

■ 3 -

-，=1 .

匕3（。2）— 0.202 x 0.3 = 0.0606

»3（1）=
■ 3 ■

£ 02（。）电1

-0=1 .

瓦（。3）= 0.04187

a：3（2）=
- 3 '
£ a2 m2

-4=1 ・

b2（o3） = 0.03551

0^3）=
- 3 -
£。2（，）电3

-i=l .
公（。3）= 0.05284

（3）终止
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10.2.3 后向算法

定义10.3 （后向概率） 给定隐马尔可夫模型A,定义在时刻t状态为qi的条件 

下，从£ +1到T的部分观测序列为0什1,0£+2「・+ ,。丁的概率为后向概率，记作

鱼⑶=P(0t+i,0t+2,…)OT悦=Qi, A) (10.18)

可以用递推的方法求得后向概率伉⑶及观测序列概率P（O|A）o
算法10.3 （观测序列概率的后向算法）

输入：隐马尔可夫模型X,观测序列O；

输出：观测序列概率P（O|X）。

（1）
0T⑴=1, 1 = 12 …）N （10.19）

（2）对力=7 — 1,7 — 2L・,1

N

似初=£电血（O计1）a+1（力 :12…，N （10.20）
，=1

(3)
N

口0只）=1＞也（。1）为⑶ 
2=1

(10.21)

步骤（1）初始化后向概率，对最终时刻的所有状态依规定/⑺=lo步骤（2） 
是后向概率的递推公式。如图10.3所示，为了计算在时刻力状态为%条件下时刻 

"1之后的观测序列为。£+1,。计2,…，。T的后向概率昆⑶，只需考虑在时刻1+ 1所 

有可能的N个状态qj的转移概率（即Q"项），以及在此状态下的观测。计1的观测

图10.3 后向概率递推公式
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概率(即为(。计1)项)，然后考虑状态为之后的观测序列的后向概率(即仇+1。)项)。

步骤(3)求P(O|X)的思路与步骤(2) 一致，只是初始概率看代替转移概率。

利用前向概率和后向概率的定义可以将观测序列概率F(O|A)统一写成

N N
F(ON = £ £ 俳⑶。他(5+1)乱+1(力 土 = 12 …，T — 1 (10.22)

i=l j=l

10.2.4 一些概率与期望值的计算

利用前向概率和后向概率，可以得到关于单个状态和两个状态概率的计算公式。

1 .给定模型A和观测O,在时亥ij t处于状态优的概率。记

%(，)=「。=%|。,小) (10.23)

可以通过前向后向概率计算。事实上，

/_ p/♦ _ ic _ p(“ = 4订0|入)
% (?) = — Qi\O^ A) = P(^O\X)

由前向概率以⑴和后向概率伉⑴定义可知：

%(£)一1) = P1t = Qi,O\X)

于是得到：

立2)=学端=a加⑶ (10.24)

7 = 1

2 .给定模型A和观测O,在时刻七处于状态仇且在时刻力+ 1处于状态Qj的概 

率。记

&(〃,，)= P(，t =%%+1 = Qj\O,X) (10.25)

可以通过前向后向概率计算：

^ /• _ P(&t = = %,。|入)_ P(0t = q人“+i = 9，，°1入)
々八⑺二 F(O|A) = n nE E ps —+i = Qj, (91 A)

2=1 j = l

而

P（，t = qi,»t+i = %, ° I A） = （。亡+i）0±+i （，）
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所以

&(3)=n 1)4+1 ⑺ (10.26)

工工3⑶Qijb式0+)4+10) 
i=i j=i

3 .将加⑴和&风力对各个时刻力求和，可以得到一些有用的期望值。

(1)在观测O下状态i出现的期望值：

T
»⑶ (10.27)
t=i

(2)在观测O下由状态i转移的期望值：

T-1
Z>(z) (10.28)
t=i

(3)在观测O下由状态〃转移到状态/的期望值：

T-1
£&(，⑺ (10.29)
t=i

10.3学习算法

隐马尔可夫模型的学习，根据训练数据是包括观测序列和对应的状态序列还是只 

有观测序列，可以分别由监督学习与无监督学习实现。本节首先介绍监督学习算法, 

而后介绍无监督学习算法——Baum-Welch算法(也就是EM算法)。

10.3.1 监督学习方法

假设已给训练数据包含S个长度相同的观测序列和对应的状态序列｛(01,11), 
(。2,，2),…，(Os,/s)｝，那么可以利用极大似然估计法来估计隐马尔可夫模型的参数。 

具体方法如下。

1.转移概率%­的估计

设样本中时刻力处于状态分时刻1+ 1转移到状态/的频数为Ap那么状态转移 

概率ai3的估计是
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A..
丽=^-, ，= 12 …，N; j = L2, …)N (10.30)

7 = 1

2 .观测概率的估计

设样本中状态为，并观测为k的频数是8汴，那么状态为/观测为k的概率与(k) 
的估计是

匕⑻= 1^-，j = 12 …，N; k = l,2,…，/ (10.31)

k=l

3 .初始状态概率%的估计加为S个样本中初始状态为生的频率

由于监督学习需要使用标注的训练数据，而人工标注训练数据往往代价很高，有 

时就会利用无监督学习的方法。

10.3.2 Baum-Welch 算法

假设给定训练数据只包含S个长度为T的观测序列｛01,。2,--，0s｝而没有对 

应的状态序列，目标是学习隐马尔可夫模型入=(45 7T)的参数。我们将观测序列数 

据看作观测数据O,状态序列数据看作不可观测的隐数据/,那么隐马尔可夫模型事 

实上是一个含有隐变量的概率模型

RON = E P(。氏入)/"入) (10.32)

它的参数学习可以由EM算法实现。

1. 确定完全数据的对数似然画数

所有观测数据写成O = (。1,。2,・-，。丁)，所有隐数据写成/ = …，2,
完全数据是(O,1) = (。1,。2「一，。丁,”,遁「-，如)。完全数据的对数似然函数是 

logP(0,I|A)0

2. EM算法的E步：求Q函数Q(入A)①

QCX* = £logP(O,/a)P(O)闪 (10.33)

①按照Q函数的定义
Q(A,A) = SJ[log P(O,/|A)|O,A]

式(10.33)略去了对A而言的常数因子l/F(O|A)o
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其中，A是隐马尔可夫模型参数的当前估计值，A是要极大化的隐马尔可夫模型参数。

p（o"a）=汗%]%（01）J]逅如（°2）… a，T-1，T%（ot）

于是函数。（月月可以写成:

/T-1
q(入月=£iog%p(o,/N + £ £ 

I I \t=i
log电应+i m/|A)+

E log 瓯(o» P(。,/闪 (10.34)

式中求和都是对所有数据的序列总长度T进行的。

3. EM算法的M步：极大化Q函数Q（入A）求模型参数A, B, tt

由于要极大化的参数在式（10.34）中单独地出现在3个项中，所以只需对各项分 

别极大化。

⑴式（10.34）的第1项可以写成:

N
£ 10g 7T”P(O,/闪=£log7TeP(Oa = i\X)

I i=l

N
注意到须满足约束条件£叫=1,利用拉格朗日乘子法，写出拉格朗日函数: 

i=l

N / N \
£log7rKO"i = z|A) +7 ( £江〃一 1 j 
i=l \i=l /

对其求偏导数并令结果为0

a 
讥

■ N
£log7T$(O/i = z|A) +7

_0=1 （白一） =0 (10.35)

得
P(O/i = z|A) + 77Fi = 0

对i求和得到7
7 = —P(。闪

代入式（10.35）即得
—尸(0出=沥)
- F(O|A) (10.36)



206 第10章 隐马尔可夫模型

(2)式(10.34)的第2项可以写成

)N N T-1
P(O〃H) = ££ £log aijP(O/t = =筋)

i=l j=l t=l

N
类似第i项，应用具有约束条件£。叮=1的拉格朗日乘子法可以求出

，=i

T-1
£ P(O, it = i, it+1 = j|A)

% = /ci--------------------------- (10.37)

£ p(。匕 =汴) 

t=l

(3)式(10.34)的第3项为

)N T

p(。,/闪=££iog-(o9)p(o% = j\x)

j=i t=i

M
同样用拉格朗日乘子法，约束条件是£%(k) = lo注意，只有在Ot =%时与(。£)对 

k—]
与伊)的偏导数才不为o,以/(/ =以:T表示。求得

T
£ F(O, it = j\X)I{ot = Vk)

%(k)=巴]-------------------- (10.38)

£p(o,it=j|A) 
t=l

10.3.3 Baum-Welch模型参数估计公式

将式(10.36)〜式(10.38)中的各概率分别用%(以&&/)表示，则可将相应的公 

式写成：

T-1

t=i
%二~T^1

t=i

(10.39)
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bj(k)=

T
£ 7t(7)

T
£美(，) 

t=i

(10.40)

F = 71G) (10.41)

其中,7#)，&区/)分别由式(10.24)及式(10.26)给出。式(10.39)〜式(10.41)就是 

Baum-Welch算法(Baum-Welch algorithm),它是EM算法在隐马尔可夫模型学习 

中的具体实现，由Baum和Welch提出。

算法10.4 (Baum-Welch算法)

输入：观测数据O —(01,02, •••,”)；

输出：隐马尔可夫模型参数。

(1)初始化。对n = 0,选取q*,与(k)(。)，/°),得到模型入(°)=(如。)](。))(。))。

(2)递推。对九=1,2,. .,

T-1

(九+i)_ 仁1_________
% — T-1

t=i
T
£ 7t(j)

b式郎 n+D = E'L--------

£的) 

t=l

右端各值按观测O = (。1,。2,-・，。丁)和模型入⑺=(A(n),BS),7rS))计算。式中 

%⑴，由式(10.24)和式(10.26)给出。

(3)终止。得到模型参数入伽+1)= (4S+i),BS+i),7fS+i))。 ■

10.4预测算法

下面介绍隐马尔可夫模型预测的两种算法：近似算法与维特比算法(Viterbi 

algorithm)。
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10.4.1 近似算法

近似算法的想法是，在每个时刻力选择在该时刻最有可能出现的状态臂，从而得 

到一个状态序列/* =（洛茜片），将它作为预测的结果。

给定隐马尔可夫模型A和观测序列O,在时刻t处于状态qi的概率加⑶是

%（分）=
%⑶为⑴

p（0a）
加⑴仇⑶

£叫0)仇。)

,7 = 1

(10.42)

在每一时刻t最有可能的状态2*是V

W = arg少数也(切,
JL Z 1V

t = 12 …，T (10.43)

从而得到状态序列r =（可,4, •…，中）。

近似算法的优点是计算简单，其缺点是不能保证预测的状态序列整体是最有可能 

的状态序列，因为预测的状态序列可能有实际不发生的部分。事实上，上述方法得到 

的状态序列中有可能存在转移概率为o的相邻状态，即对某些E,4, 0, = o时。尽管 

如此，近似算法仍然是有用的。

10.4.2 维特比算法

维特比算法实际是用动态规划（dynamic programming）解隐马尔可夫模型预 

测问题，即用动态规划求概率最大路径（最优路径）。这时一条路径对应着一个状态 

序列。

根据动态规划原理，最优路径具有这样的特性：如果最优路径在时刻力通过结点 

碇，那么这一路径从结点碇到终点片的部分路径，对于从碇到彳的所有可能的部 

分路径来说，必须是最优的。因为假如不是这样，那么从心到你就有另一条更好的 

部分路径存在，如果把它和从武到达碇的部分路径连接起来，就会形成一条比原来 

的路径更优的路径，这是矛盾的。依据这一原理，我们只需从时刻力=1开始，递推地 

计算在时刻力状态为i的各条部分路径的最大概率，直至得到时刻力=T状态为i的 

各条路径的最大概率。时刻t = T的最大概率即为最优路径的概率P*,最优路径的 

终结点中也同时得到。之后，为了找出最优路径的各个结点，从终结点外开始，由 

后向前逐步求得结点为_1，…，臂，得到最优路径/* =（4道,…，为）。这就是维特比 

算法。
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首先导入两个变量B和1。定义在时刻［状态为分的所有单个路径倒工2,-・ 

中概率最大值为

阳，)= max P{it = th, ♦ ♦ • /1)。力♦ ♦ • ,。1［入)，分=1,2,…，N (10.44) 01 ,。2,…，“一 1

由定义可得变量6的递推公式：

&+1 ⑶=.max P(it+i = 打…41,。£+1)…)。1|入)21 *2,…，2七

=max 瓦⑺ q(o1+i), i = 12 …，N; t = 1,2r-- ,T - 1 (10.45)

定义在时刻力状态为，的所有单个路径出,必…a—1①中概率最大的路径的 

第土-1个结点为

%⑶=arg 亚铝J瓦一i(jMJ ，= 12 …，N (10.46)

下面介绍维特比算法。

算法10.5 (维特比算法)

输入：模型入=(45万)和观测O=(01,02,…，。T)；

输出：最优路径/* =(无遁，…右)。

(1)初始化

员(初=开山(。1), i = 1,2, • ­ • ,N

%⑴=0) i = L2,…)N

(2)递推。对1 = 2,3,…,7

&⑶=—&_1(/)叼*£(oj 4 = 12…，N 
l&j&N

%⑶=arg少％厩_10山次分=1,2,…，N

(3)终止

P* = max 
1«N

%（。）

arg max 
l《i&N

历勘
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（4）最优路径回溯。对力= T—1,T —2,…，1

4 =弘+1('；+1)

求得最优路径/* =（讨，三… 国）。

下面通过一个例子来说明维特比算法。

例 10.3 例 10.2 的模型 A = （A B, 7r），

A =

0.5 0.2 0.3

0.3 0.5 0.2

0.2 0.3 0.5

0.5 0.5

0.4 0.6

0.7 0.3

7T =

0.2

0.4

0.4

B =

已知观测序列0 =（红,白,红）,试求最优状态序列,即最优路径/* = （以遍遍）。

解 如图10.4所示，要在所有可能的路径中选择一条最优路径，按照以下步骤处理:

（1）初始化。在力=1时，对每一个状态* i = 1,2,3,求状态为。观测oi为红的 

概率，记此概率为加⑶，则

加（初=万°九（01） = 7T也（红>，=1,2,3

代入实际数据

51(1) = 0.10,无⑵=0.16, 51(3) = 0.28

记叫⑶=0,，= 1,2,3。

（2）在力=2时，对每个状态i, i = l> 2）3,求在t = 1时状态为j观测为红并在 

t = 2时状态为i观测。2为白的路径的最大概率，记此最大概率为加（。），则
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电⑴=援怒瓦⑶前ME

同时，对每个状态* i = 1,2,3,记录概率最大路径的前一个状态，:

%(E) = arg max 向⑺Q加 i = 1,2,3

计算:

&⑴=巴浴血0)。八]仇(。2)

=max{0.10 x 0.5,0.16 x 0.3,0.28 x 0.2} x 0.5

0.028

S⑴=3

心⑵=0.0504

办⑵=3

加(3) =0.042

%(3) = 3

同样，在t = 3时,

法⑴=maxQ区2(力。以加(。3)

%⑴=arg max区2⑺叼4 
1WK3

53(1) = 0.00756

%⑴=2

选(2) = 0.01008

0(2) = 2

的(3) = 0.0147

%(3) = 3

(3)以F*表示最优路径的概率，则

产=黑网初=80147

最优路径的终点是徐

君=arg max [63 ⑶]—3
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（4）由最优路径的终点磕,逆向找到遁，道:

在力=2时，弓=%（磅）=%（3） = 3
在力=1时，4=%㈤）=0（3） = 3

于是求得最优路径,即最优状态序列/* =（见诙磕）=（3,3,3）。

本章概要

1 .隐马尔可夫模型是关于时序的概率模型，描述由一个隐藏的马尔可夫链随机 

生成不可观测的状态的序列，再由各个状态随机生成一个观测从而产生观测序列的 

过程。

隐马尔可夫模型由初始状态概率向量万、状态转移概率矩阵A和观测概率矩阵B 

决定。因此，隐马尔可夫模型可以写成入=7T）。

隐马尔可夫模型是一个生成模型，表示状态序列和观测序列的联合分布，但是状 

态序列是隐藏的，不可观测的。

隐马尔可夫模型可以用于标注，这时状态对应着标记。标注问题是给定观测序列 

预测其对应的标记序列。

2 .概率计算问题。给定模型X=（45"）和观测序列0 = （。1,。2,…，。T），计算 

在模型A下观测序列O出现的概率P（O|A）o前向-后向算法通过递推地计算前向-后 

向概率可以高效地进行隐马尔可夫模型的概率计算。

3 .学习问题。已知观测序列o = （。1,。2,…，。T）,估计模型X = （45万）参 

数，使得在该模型下观测序列概率P（O|入）最大。即用极大似然估计的方法估计参 

数。Baum-Welch算法，也就是EM算法可以高效地对隐马尔可夫模型进行训练。它 

是一种无监督学习算法。

4 .预测问题。已知模型A=（45开）和观测序列0=（。1,。2,--，。7），求对给定 

观测序列条件概率P（1|O）最大的状态序列/ =出,必…，，t）。维特比算法应用动态 

规划高效地求解最优路径，即概率最大的状态序列。

继续阅读

隐马尔可夫模型的介绍可见文献［1,2］,特别地，文献国是经典的介绍性论文。 

关于Baum-Welch算法可见文献［3, 4］。可以认为概率上下文无关文法（probabilistic 
context-free grammar）是隐马尔可夫模型的一种推广，隐马尔可夫模型的不可观测数 



参考文献 213

据是状态序列，而概率上下文无关文法的不可观测数据是上下文无关文法树⑸。动态 

贝叶斯网络(dynamic Bayesian network)是定义在时序数据上的贝叶斯网络)它包含 

隐马尔可夫模型，是一种特例⑹。

习 题

10.1 给定盒子和球组成的隐马尔可夫模型》=(454)，其中,

0.5 0.2 0.3 0.5 0.5

A = 0.3 0.5 0.2 ,B = 0.4 0.6 ,7T = (0.2, 04 0.4)t

0.2 0.3 0.5 0.7 0.3

设T = 4, O =(红，白，红，白)，试用后向算法计算F(O|A)o

10.2 考虑盒子和球组成的隐马尔可夫模型入=(4 5万)，其中,

0.5 0.1 0.4 0.5 0.5

A = 0.3 0.5 0.2 ,B = 0.4 0.6

0.2 0.2 0.6 0.7 0.3

7T = (0.2, 0.3, 0.5尸

设T = 8, O =(红，白，红，红，白，红，白，白)，用前向后向概率计算P(44 = 

Qs IQ A) o

10.3 在习题10.1中，试用维特比算法求最优路径/* = (无遁遍遍)。

10.4 试用前向概率和后向概率推导

N N
mA)= ££%(〃)Q0%(。计1)4+1 (j), t = 152, , • , — 1

i=i j=i

10.5 比较维特比算法中变量B的计算和前向算法中变量a的计算的主要区别。
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第11章条件随机场

条件随机场(conditional random field, CRF)是给定一组输入随机变量条件下另 

一组输出随机变量的条件概率分布模型，其特点是假设输出随机变量构成马尔可夫随 

机场。条件随机场可以用于不同的预测问题，本书仅论及它在标注问题的应用。因此 

主要讲述线性链(linear chain)条件随机场，这时，问题变成了由输入序列对输出序 

列预测的判别模型，形式为对数线性模型，其学习方法通常是极大似然估计或正则化 

的极大似然估计。线性链条件随机场应用于标注问题是由Lafferty等人于2001年提 

出的。

本章首先介绍概率无向图模型，然后叙述条件随机场的定义和各种表示方法，最 

后介绍条件随机场的3个基本问题：概率计算问题、学习问题和预测问题。

11.1 概率无向图模型

概率无向图模型(probabilistic undirected graphical model),又称为马尔可夫随 

机场(Markov iandom field),是一个可以由无向图表示的联合概率分布。本节首先 

叙述概率无向图模型的定义，然后介绍概率无向图模型的因子分解。

11.1.1 模型定义

图(graph)是由结点(node)及连接结点的边(edge)组成的集合。结点和边分别 

记作v和e,结点和边的集合分别记作V和E,图记作G =(匕后)。无向图是指边没 

有方向的图。

概率图模型(probabilistic graphical model)是由图表示的概率分布。设有联合概 

率分布p(y), y eV是一组随机变量。由无向图g =(v,e)表示概率分布p(y),即 

在图G中，结点。e V表示一个随机变量匕，Y =(n)vGV；边e e石表示随机变量 

之间的概率依赖关系。
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给定一个联合概率分布p(y)和表示它的无向图g。首先定义无向图表示的随机 

变量之间存在的成对马尔可夫性(pairwise Markov property) >局部马尔可夫性(local 

Markov property)和全局马尔可夫性(global Markov property)。

成对马尔可夫性：设〃和。是无向图G中任意两个没有边连接的结点，结点〃 

和。分别对应随机变量乙和匕。其他所有结点为O,对应的随机变量组是为。成对 

马尔可夫性是指给定随机变量组Yo的条件下随机变量匕和匕是条件独立的，即

P(匕占%)=P(匕|%)P(居%) (11.1)

局部马尔可夫性：设。eV是无向图G中任意一个结点，印是与。有边连接的 

所有结点，O是。和W以外的其他所有结点。。表示的随机变量是匕，W表示的随 

机变量组是Hv，O表示的随机变量组是玲。局部马尔可夫性是指在给定随机变量组 

Yw的条件下随机变量匕与随机变量组均是独立的，即

P(K, yO\Yw) = P{Yv\Yw)P(Yo\Yw) (11.2)

在?(七|60 >0时，等价地，

P(YV\YW) = P(YV\YW,YO) (11.3)

图11.1表示由式(11.2)或式(1L3)所示的局部马尔可夫性。

图11.1 局部马尔可夫性

全局马尔可夫性：设结点集合4 8是在无向图G中被结点集合。分开的任意 

结点集合，如图11.2所示。结点集合A, B和。所对应的随机变量组分别是Ya, Yb 

和YCo全局马尔可夫性是指给定随机变量组Yc条件下随机变量组匕和均是条件 

独立的，即

P(匕,为忆)=P(Ya\Yc)P(Yb\Yc) (11.4)

上述成对的、局部的、全局的马尔可夫性定义是等价的⑵。
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图11.2 全局马尔可夫性

下面定义概率无向图模型。

定义11.1 （概率无向图模型） 设有联合概率分布F（y）,由无向图G = （KE） 
表示，在图G中，结点表示随机变量，边表示随机变量之间的依赖关系。如果联合 

概率分布F（r）满足成对、局部或全局马尔可夫性，就称此联合概率分布为概率无 

向图模型（probabilistic undirected graphical model）,或马尔可夫随机场（Markov 
random field）。

以上是概率无向图模型的定义，实际上，我们更关心的是如何求其联合概率分布。 

对给定的概率无向图模型，我们希望将整体的联合概率写成若干子联合概率的乘积的 

形式，也就是将联合概率进行因子分解，这样便于模型的学习与计算。事实上，概率无 

向图模型的最大特点就是易于因子分解。下面介绍这一结果。

11.1.2 概率无向图模型的因子分解

首先给出无向图中的团与最大团的定义。

定义11.2 （团与最大团） 无向图G中任何两个结点均有边连接的结点子集称 

为团（clique）。若。是无向图G的一个团，并且不能再加进任何一个G的结点使其 

成为一个更大的团，则称此C为最大团（maximal clique ）。

图11.3表示由4个结点组成的无向图。图中由2个结点组成的团有5个：｛匕,坊｝, 

｛%m｝, ｛匕M，｛M,K｝和｛匕,匕｝。有2个最大团:｛匕,K,匕｝和｛%匕,H｝。 

而不是一个团，因为匕和口没有边连接。

图11.3 无向图的团和最大团
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将概率无向图模型的联合概率分布表示为其最大团上的随机变量的函数的乘积 

形式的操作，称为概率无向图模型的因子分解(factorization) o

给定概率无向图模型，设其无向图为G, C为G上的最大团，峰表示。对应的 

随机变量。那么概率无向图模型的联合概率分布p(y)可写作图中所有最大团C上的 

函数外(总)的乘积形式，即

p(y)= gn%(%) (11.5)

其中，Z是规范化因子(normalization factor),由式

z = £!!%(%) (us)Y C

给出。规范化因子保证口丫)构成一个概率分布。函数%(七)称为势函数(potential 

function) o这里要求势函数%(Yc)是严格正的，通常定义为指数函数：

%(M)=exp{-E(Yc)} (11.7)

概率无向图模型的因子分解由下述定理来保证。

定理11.1 (Hammersley-Clifford定理) 概率无向图模型的联合概率分布 

P(Y)可以表示为如下形式：

p(y)= gn%M)

z = £11%(七) 
Y C

其中，C是无向图的最大团，％ 是。的结点对应的随机变量，%(七)是。上定义 

的严格正函数，乘积是在无向图所有的最大团上进行的。 ■

11.2 条件随机场的定义与形式

11.2.1 条件随机场的定义

条件随机场(conditional random field)是给定随机变量X条件下，随机变量Y 

的马尔可夫随机场。这里主要介绍定义在线性链上的特殊的条件随机场，称为线性链 

条件随机场(linear chain conditional random field)。线性链条件随机场可以用于标 
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注等问题。这时，在条件概率模型P(Y|X)中，Y是输出变量，表示标记序列，X是 

输入变量，表示需要标注的观测序列。也把标记序列称为状态序列(参见隐马尔可夫 

模型)。学习时，利用训练数据集通过极大似然估计或正则化的极大似然估计得到条 

件概率模型户(y|X)；预测时，对于给定的输入序列,，求出条件概率户⑻宓)最大的 

输出序列必

首先定义一般的条件随机场，然后定义线性链条件随机场。

定义11.3 (条件随机场) 设X与Y是随机变量，P(Y|X)是在给定X的条件 

下y的条件概率分布。若随机变量y构成一个由无向图g =(匕石)表示的马尔可夫 

随机场,即

P(Yv\X,Yw,w * = P(Yv\X,Yw,w^(11.8)

对任意结点u成立，则称条件概率分布P(Y\X)为条件随机场。式中w ” 表示在 

图G = "£)中与结点。有边连接的所有结点孙表示结点。以外的所有结 

点，匕，匕与匕；为结点v, u与3对应的随机变量。

在定义中并没有要求x和y具有相同的结构。现实中，一般假设x和y有相 

同的图结构。本书主要考虑无向图为如图11.4与图11.5所示的线性链的情况，即

G = (V = 口2 …E = {(z,z + 1)}), ，= 1,2, •…)九一 1

在此情况下，X = (Xi,X2「-F =(匕,妁右)，最大团是相邻两个结点的 

集合。线性链条件随机场有下面的定义。

图11.4 线性链条件随机场

为

O--------O…
匕

-Q… O

% X?

O

图11.5 x和y有相同的图结构的线性链条件随机场

定义11.4(线性链条件随机场)设X = (*1,X2「・・//丫 =(匕①,・一匕0 
均为线性链表示的随机变量序列，若在给定随机变量序列X的条件下，随机变量序列
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y的条件概率分布p（y|x）构成条件随机场，即满足马尔可夫性

•…，匕f 匕+i,♦—，、）=尸（匕因匕

，=1,2,…，九（在，=1和九时只考虑单边） (n.9)

则称p（y|x）为线性链条件随机场。在标注问题中，x表示输入观测序列，y表示对 

应的输出标记序列或状态序列。

11.2.2 条件随机场的参数化形式

根据定理ill可以给出线性链条件随机场p（y|x）的因子分解式，各因子是定 

义在相邻两个结点（最大团）上的势函数。

定理11.2 （线性链条件随机场的参数化形式） 设P（Y\X）为线性链条件随机 

场，则在随机变量X取值为力的条件下，随机变量Y取值为y的条件概率具有如下 

形式：

）：入%,4。） +〉： PdSi（%,力）。 (11.10)

其中,

(11.11)

式中，tk和sz是特征函数，入k和国是对应的权值。ZQ）是规范化因子，求和是在所 

有可能的输出序列上进行的。

式（11.10）和式（11.11）是线性链条件随机场模型的基本形式，表示给定输入序列 

对输出序列y预测的条件概率。式（11.10）和式（11.11）中，tk是定义在边上的特 

征函数，称为转移特征，依赖于当前和前一个位置；司是定义在结点上的特征函数, 

称为状态特征，依赖于当前位置。tk和s’都依赖于位置，是局部特征函数。通常，特 

征函数tk和si取值为1或0；当满足特征条件时取值为1,否则为0。条件随机场完 

全由特征函数九，切和对应的权值，，的确定。

线性链条件随机场也是对数线性模型（log linear model） o
下面看一个简单的例子。

例11.1设有一标注问题：输入观测序列为X = （X1,X2,X3）,输出标记序列为 

y =（匕庄,）,匕》,匕取值于，={1,2}。
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假设特征tk.si和对应的权值 孤囚如下：

力 I — £1(%—1 — 1)yi — ，= 2,3, 尢=1

这里只注明特征取值为1的条件，取值为0的条件省略，即

1, Vi—i = l)yi = 2, n, iy {i — 2,3)

0,其他

T同o

力2 =%2(阴=1,沙2 = 1)应2) 入2 = 0.6 

%3 = £3(92 = 2,嫄=1, © 3) 入3 = 1

14 =14(。1 =2,2/2 = 1通,2), 猫=1

力5 =15(。2 ~2,7/3 = 2, 3), 入5 = 0.2

Si = S1@1 = 1,% 1), = 1

$2 = $2(仍=2)X)4),，= 1,2 4 2 = 0.5

S3 = S3(yi = = 2,3 b3 = 0.8

，4 = S4®3 = 2)©3)) /I4 = 0.5

对给定的观测序列T,求标记序列为y =(即泡243)= (1,2,2)的非规范化条件概 

率(即没有除以规范化因子的条件概率)。

解 由式(11.10),线性链条件随机场模型为

■ 5 3 4 3
P(gW) oc exp £雇£益(%_1,统,力)+

,fc=l i=2 k=l i=l

对给定的观测序列rr,标记序列y = (1,2,2)的非规范化条件概率为

P(yi = 1,V2 = 2,7/3 = 2|x) (X exp(3.2)

11.2.3 条件随机场的简化形式

条件随机场还可以由简化形式表示。注意到条件随机场式(11.10)中同一特征在 

各个位置都有定义，可以对同一个特征在各个位置求和，将局部特征函数转化为一个 

全局特征函数，这样就可以将条件随机场写成权值向量和特征向量的内积形式，即条 

件随机场的简化形式。



222 第11章条件随机场

为简便起见，首先将转移特征和状态特征及其权值用统一的符号表示。设有Ki 

个转移特征，K2个状态特征，K = Ki + K2,记

%(仍 _i,% 声k = 1,2Ki

k = Ki + /; Z = 1,2,…，K2
(11.12)

然后，对转移与状态特征在各个位置，求和，记作

n
九3逆)=仍出㈤, 

i=l
k = 1,2,一・)K

用以表示特征fk(yR的权值，即

入k, k = 12 …)Ki 
Wk= \

k = Ki + Z; / = 1,2, ♦・♦ , K2

于是，条件随机场(11.10)-(11.11)可表示为

] 长

P(M =
⑺ k=i

K
z⑺=£exp£以人(g逆) 

y k=i

(11.15)

(11.16)

若以"表示权值向量，即

W =(Wi, W2, ♦ ♦ ♦,仅k),

以尸⑻为表示全局特征向量，即

F(y,x) = …，，K(y㈤)工 (11.18)

(11.13)

(11-14)

(11.17)

则条件随机场可以写成向量〃与F(yc)的内积的形式:

W)= exp(?r)) (11.19)

其中,

Z仅(？) = £exp® •尸("①)) 

y
(11.20)
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11.2.4 条件随机场的矩阵形式

条件随机场还可以由矩阵表示。假设Pw(y\x)是由式(11.15)~式(11.16)给出的 

线性链条件随机场，表示对给定观测序列力,相应的标记序列g的条件概率。对每个 

标记序列引进特殊的起点和终点状态标记yo = start和yn+1 = stop,这时标注序列 

的概率外⑻为可以通过矩阵形式表示并有效计算。

对观测序列力的每一个位置，=m+1,由于明—1和比在馆个标记中 

取值，可以定义一个小阶矩阵随机变量

M ⑺=[的⑻] (11.21)

矩阵随机变量的元素为

M(%一=exp (用(%_1,%|力))

K
叱(％—⑻=工伙人(%—1,%逆工) 

k=l

(11.22)

(11.23)

这里叫和人分别由式(11.14)和式(11.12)给出,%-1和%是标记随机变量匕一1 

和K的取值。

这样，给定观测序列处相应标记序列y的非规范化概率可以通过该序列n + 1 
n+l

个矩阵的适当元素的乘积口 跖®"1, %⑻表示。于是，条件概率已⑷乃是

心(加力)

] n+l

z-⑺ II M3—1,%⑶
i— 1

其中，Zw(x)为规范化因子，是n十 1个矩阵的乘积的(start,stop)元素，即

ZwM = “⑺跖(乃…Mn+i(x)]start)stop

(11.24)

(11.25)

注意，Vo = Start与yn+1 = stop表示开始状态与终止状态，规范化因子Zw{x} 

是以start为起点stop为终点通过状态的所有路径阴力…协i的非规范化概率 

n+l
[[昭(m_1,仍旧)之和。下面的例子说明了这一事实。

2=1

例11.2给定一个由图11.6所示的线性链条件随机场，观测序列状态序列

9，，=1,2,3, n = 3,标记 比 G {1,2},假设 y。= start = 1, % = stop = 1,各个位置
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的随机矩阵跖（乃,“2（0，皈⑺,M^x）分别是

=

皿⑺=

。01 。02

0 0
河2（力）=

bn 仇2

匕21 。22

Cll C12

。21 。22

“4（/）=
1 0

1 0

试求状态序列y以start为起点stop为终点所有路径的非规范化概率及规范化因子。 

解 首先计算图11.6中从start到stop对应于y = （1,1,1）, y = （1,1,2）,…， 

y = （2,2,2）各路径的非规范化概率分别是

。01优遥11, 。01仇1。12） 。01d2c21, 。01瓦2c22

。02621cl1, QO2621cl2, 。02b22。21, «02 ^22^22

图11.6 状态路径

然后按式（11.25）求规范化因子。通过计算矩阵乘积河1（2）皿（乃"3（为皿4（/）可 

知，其第1行第1列的元素为

。01比1。11 +。02b21cli + Qo/l2c21 +。02b22c22

+。01比1。12 + Q。2621cl2 +。01匕12c22 +。02b22。21

恰好等于从start到stop的所有路径的非规范化概率之和，即规范化因子Z（x）o ■

11.3条件随机场的概率计算问题

条件随机场的概率计算问题是给定条件随机场p（y\x）,输入序列力和输出序列 

y,计算条件概率F（K =劭⑻，P（^-i = Vi-uYi = %|乃以及相应的数学期望的问 

题。为了方便起见，像隐马尔可夫模型那样，引进前向-后向向量，递归地计算以上概 

率及期望值。这样的算法也称为前向-后向算法。
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11.3.1 前向-后向算法

对每个指标。=0, 1,…，九+ 1,定义前向向量优）:

1, y = startM（"） = {

0,否则
(11.26)

递推公式为

靖(%|乃=。3(仍一1。)[“(例—1，劭⑻]，£ = 1,2, ­ * ,n + 1 (H.27)

又可表示为

吟⑺=。乙⑺跖⑺ （11.28）

&侬⑸表示在位置i的标记是Vi并且从1到i的前部分标记序列的非规范化概 

率，Vi可取的值有m个，所以&（/）是7n维列向量。

同样，对每个指标〃 =0,1,...〃 + 1,定义后向向量房（0：

{
1, Vn-^l = StOD

（11.29）
0,否则

优（m⑻=M+1（如％+1 ⑻］优+1（%+1|乃 （11.30）

又可表示为

氏⑸=M+10）优+1（乃 （11.31）

凡⑨㈤表示在位置i的标记为Vi并且从2 + 1到々的后部分标记序列的非规范化 

概率。

11.3.2概率计算

按照前向■后向向量的定义，很容易计算标记序列在位置分是标记例的条件概率 

和在位置服一1与〃是标记亚一和yi的条件概率：

P(Xi = vM
a；(%|出)仇(%W) 

Z(x)
(11.32)
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其中,

P(K-1 = Ui-l,Yi =m|二)=
a上1(%—1⑻ M(%—1, % ⑻4(% ⑻

ZQ)
(11.33)

ZQ)=磋⑺1 = 101⑺

1是元素均为1的m维列向量。

11.3,3期望值的计算

利用前向-后向向量，可以计算特征函数关于联合分布p（x,y）和条件分布 

p（y|x）的数学期望。

特征函数九关于条件分布p（y|x）的数学期望是

ep(y\x)Ifk] = £p(y\ 吟 fMy,叫 
y

n+1 T
=£ £九(%一1,依逆㈤ 

i=l Vi-iVi

（yi—i⑶昭（仇—b洲名）小（筑侬）

z⑺

其中,

k = 12 …，K (11.34)

ZQ)=磷(宓)1

假设经验分布为网X）,特征函数fk关于联合分布p（x,y）的数学期望是

n+1

Ep(x,y)㈤=

r,y 2=1

n+l

=£ 户⑺ E P® ⑶ £ yi, © 初
x y

n+1

i=l

=乎(为£ E fk(yi-l) Vi,/，) 
x i=l yi-iVi

。二 1(%—1,%|力)4(少|力)

z⑺

其中,

k = 1,2,…，K (11.35)

Z(N)= W⑺1
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式（11.34）和式（11.35）是特征函数数学期望的一般计算公式。对于转移特征 

%（比一1,%小"），k = 1,2）... ,Ki，可以将式中的人换成外；对于状态特征，可以将 

式中的人换成Si，表示为k = Ki + I, Z = 1,2,…，k2。

有了式（11.32）〜式（11.35）,对于给定的观测序列/与标记序列y,可以通过一次 

前向扫描计算0及ZQ）,通过一次后向扫描计算用，从而计算所有的概率和特征的 

期望。

11.4条件随机场的学习算法

本节讨论给定训练数据集估计条件随机场模型参数的问题，即条件随机场的学习 

问题。条件随机场模型实际上是定义在时序数据上的对数线性模型，其学习方法包括 

极大似然估计和正则化的极大似然估计。具体的优化实现算法有改进的迭代尺度法 

IIS、梯度下降法以及拟牛顿法（参阅附录A和附录B）。

11.4,1 改进的迭代尺度法

已知训练数据集，由此可知经验概率分布户（x,y）。可以通过极大化训练数据的 

对数似然函数来求模型参数。

训练数据的对数似然函数为

= Lp（Pw） = logJJ 凡（对乃户出切=£A（gg）log%（g|c）

与y 叫n

当Pw是一个由式（11.15）和式（11.16）给出的条件随机场模型时，对数似然函数为

%,y
■ K -

=£ 吟-户（与g）iogZ“（c）
叫y L k=i .

N K N
=££以九加叼）-£iogZw（巧） 

j=\ k=l j=\

改进的迭代尺度法通过迭代的方法不断优化对数似然函数改变量的下界，达到极 

大化对数似然函数的目的。假设模型的当前参数向量为"=（仅1,仪2,•-，WK）1，向量 

的增量为B =（九区…，8k）t,更新参数向量为w+6 — （wi +瓦，仅2 +风, • • , wk + 
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近)丁。在每步迭代过程中，改进的迭代尺度法通过依次求解式(11.36)和式(H.37), 
得到6 =(口必…，近尸。推导可参考本书6.3.1节。

关于转移特征tk的更新方程为

n+1
Ep[tk] =

xyy i=l
n十1

=£ 户 ⑶ £ /") exp&T(e g))
x,y i=l

k = (11.36)

关于状态特征〃的更新方程为

n+1
Ep[si] = 忠 y)£si(yi)%i) 

x,y i=l
n

=£ 户(力)P(g⑻ £ i) exp0Ki+zT(0 y))
x,n i=i

，= 1,2,・・,(11.37)

这里，T(，,g)是在数据⑶g)中出现所有特征数的总和：

K n+1

T®n) = £ 九(g ㈤= EE 九(为_i,比小㈤ (11.38)
k k=l i=l

算法1L1 (条件随机场模型学习的改进的迭代尺度法)

输入：特征函数九机・♦・"KJ Si,S2,…，$/逅；经验分布网叫办

输出：参数估计值心 模型为。

(1)对所有ke{l,2,…，K},取初值助e = 0；

(2)对每一 ke{l,2,...，K}：

(a)当k = l,2,…，公时，令族是方程

n+1

£ A(/)P(g⑶ £益(为_i,%,N")exp&TQ,g)) = Ep\tk] 

x,y 2=1

的解；

当k=a+/, Z = l,2,/时,令3&+I是方程

n
乎( c)P(g|c)〉： si(y,)% i) exp(BKi+，T(© y)) — Ep[si] 
x,y i=l



11.4条件随机场的学习算法 229

的解,式中T3n）由式（11.38）给出。

（b）更新wk值：必一伙+ 6k

（3）如果不是所有wk都收敛，重复步骤（2）o ■

在式（11.36）和式（11.37）中，丁（名逐）表示数据（x,y）中的特征总数，对不同的数 

据⑥沙）取值可能不同。为了处理这个问题，定义松弛特征

九+1 K
sQ,g) = S - EE九(%-i, %也,，) (11-39)

2 = 1 k = l

式中S是一个常数。选择足够大的常数S使得对训练数据集的所有数据3切, 

s（%n）》o成立。这时特征总数可取s。

由式（11.36）,对于转移特征九，溟的更新方程是

n+1

£ 户⑺P(g ⑻ £ tk(yi—i,yi)©，) exp 做 S) = Ep[tk] (11.40)
叫n 2 = 1

x _ 1 1cb Ep h] 
演= W1°g而命 (11.41)

其中,

n+l
外做）=£户（不£ £ 九（明—1 初

c 。=1 yi—1

a二1（仍—1|/）昭（仇一1,仇|①）伐（仇|力）

Z⑺
(11.42)

同样由式（11.37）,对于状态特征为，涯的更新方程是

n

£ 户(力)口加力)£ s/yi, X, z) exp0K]+zS) = Ep[sL] (11.43)
叫n i=l

e _ 1 EplSl] 
8k1+' =后log瓦同

(11.44)

其中,

= si(yi,x, i)

x i=l yi '，

(11.45)

以上算法称为算法S。在算法S中需要使常数S取足够大，这样一来，每步迭代 

的增量向量会变大，算法收敛会变慢。算法T试图解决这个问题。算法T对每个观测 

序列4计算其特征总数最大值TQ）：
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丁⑺=max T3y) (11.46)
y

利用前向-后向递推公式，可以很容易地计算7(乃=力。

这时，关于转移特征参数的更新方程可以写成：

n+1
Ep[tk] = £户⑺P®⑻ £拄(% 

x,y z=l
n+l

=£户⑺ £ P(g⑻£4(%-1)％, ©初exp做7(乃) 

x y i=l

x
^rnax=53。鼠 *4 (11.47)
t=0

这里，Qk,£是特征外的期待值，涯=log/?fco (3k是多项式方程(11.47)唯一的实根，可 

以用牛顿法求得。从而求得相关的打。

同样，关于状态特征的参数更新方程可以写成：

n
Ep[si] = £A(n)P(训①)£为(仇逆⑷ exp0Ki+zT⑺) 

x^y i=l

n
=£ *(”)£ P(g⑻ £ Si® x, i) exp0Ki+iT(/)) 

x y i=l

=£，(2)瓦,± exp 做。 

X

Tmax

=E MM (1L48)
±=o

这里，%是特征包的期望值，6t = log、，”是多项式方程(11.48)唯一的实根，也 

可以用牛顿法求得。

11.4.2拟牛顿法

条件随机场模型学习还可以应用牛顿法或拟牛顿法(参阅附录B)。对于条件随 

机场模型
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Pw[y\^)—

exp ( £ 助力(gg)
\i=l (11.49)

£exp ( £她人物g)
y \i=i

学习的优化目标函数是

min f(w) = ^2 户⑶ log ^3 exP
X y

皿力出沙))一 £网*n) £皿九0y)
/ x,y i=l

(11.50) 
其梯度函数是

9®) = £ P(x)Pw(y\x)f(x, y) - E0(f) (11.51)
斗y

拟牛顿法的BFGS算法如下。

算法11.2 (条件随机场模型学习的BFGS算法)

输入：特征函数九九…，九；经验分布网x,y)；

输出：最优参数值心 最优模型外)(切2)。

(1)选定初始点"⑼，取Bo为正定对称矩阵，置k = 0。

⑵ 计算gk = g®⑻)。若% = 0,则停止计算；否则转(3)o

(3)由 BkPk — —Qk 求Hl Pk °

(4) 一维搜索：求尢使得

/(仅⑻ + Afcp/c) = min/(w(fc) + Xpk)

(5)置仅(k+1)= W(k)+ AfcPfco

(6)计算"+i =g®(k+D),若然+i=0,则停止计算；否则，按下式求出Bk+i：

R _ p . VkVk B瓜咒Bk
Bk+1 = Bk + y^~~WT

其中,

Vk = gk+1 - 9k y 5k =仅(*+D - w(/c)

(7)置卜=k+ 1,转⑶。

11.5条件随机场的预测算法

条件随机场的预测问题是给定条件随机场P(Y|X)和输入序列(观测序列)①,求 

条件概率最大的输出序列(标记序列)g*,即对观测序列进行标注。条件随机场的预测 
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算法是著名的维特比算法(参阅本书10.4节)。

由式(1L19)可得：

y* = arg max 凡® ⑻ 
y

exp(w • F(yH)=argmr一寸一
=arg max exp(w • F(巩 a)) 

y

=argmax(w •
y

于是，条件随机场的预测问题成为求非规范化概率最大的最优路径问题

max(w • F[y^ rr)) 
y

(11.52)

这里，路径表示标记序列。其中，

w = (wi,w2r ,wk)t

F(y⑶=(力(。㈤J2-㈤,…

n

―㈤=£九(%_匕依出①,k = 12…)K

1=1

注意，这时只需计算非规范化概率，而不必计算概率，可以大大提高效率。为了求解最 

优路径，将式(11.52)写成如下形式：

居(%_1,仍逆) (11.53)

其中,

Fi (% — 1, Vi 5 6)=(fl (%—1,仇,①,,7*2 (% — 1, %,①,(yi — 1)Vi> %，))

是局部特征向量。

下面叙述维特比算法。首先求出位置1的各个标记，=1,2,. . 馆的非规范化概率：

61 ⑺=仅• Fi(y。= start, yr = j = 12・「m (11.54)

一般地，由递推公式，求出到位置〃的各个标记/ = ，馆的非规范化概率的最

大值，同时记录非规范化概率最大值的路径
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&(Z) = max {氏—1(，)+w •居—=j)yi = /㈤卜 I = 1,2,…，馆 (11.55)

七(/) = arg max {氏一 i(，) +w •居(仇-1 = j, Vi = / ㈤}, I = 1)2)…)m (11.56)

直到z = n时终止。这时求得非规范化概率的最大值为

max(w • =
y 】嚅5⑺

及最优路径的终点

由此最优路径终点返回,

(11.57)

(11.58)成=a%嚼5 ⑺

y- = L+i（第+）〃 =h—1避—2,…，1 （11.59）

求得最优路径，=（沈，/，…，成）丁。

综上所述，得到条件随机场预测的维特比算法。

算法11.3 （条件随机场预测的维特比算法）

输入：模型特征向量p（U, %）和权值向量以 观测序列力=（叫,22,…，，n）；

输出：最优路径，=（比，城，…，焦）。

（1）初始化

瓦。)=W • Fi(yo = Start, yr =/也)，j = 12 …,m

（2）递推。对，=2,3，♦- 

&(/)= max {^_i(j)+w •月筑=/逆)卜 1 = 12 …)rn

%(Z) = arg max {^_i(j)+w •居(仍%=/逆)}> Z = l>2, •一)加 
14771

（3）终止

max(w • F{y^ x)}= 
y

1%匕⑶

成=arg］除匕⑺

（4）返回路径

喷=弘+1（滤+1）, 〃 =九一 1,九一2,・一，1

求得最优路径，=（比，螭,・・♦，编）。
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下面通过一个例子说明维特比算法。

例11.3在例11.1中，用维特比算法求给定的输入序列（观测序列）？对应的最 

优输出序列（标记序列）y* =（见，螭,求）。

解特征函数及对应的权值均在例U.1中给出。

现在利用维特比算法求最优路径问题：

3
max^w •居（%_1,%避）

2=1

(1)初始化

'0) = w • Fi(?/o = start,yx = ”)) ，= 1,2

i = 19 61(1) — 1,》i(2) = 0.5o

(2)递推

i = 2 32。) = max{(5i(j) + w • F2(jJ,x)}
j

4(1) = max{l + 入 2t2 + 4 3s3,0.5 + A4i4 + 4363} = 2.4, &2(1) = 1

4(2) = max{l + Aiii + 42s2,0.5 + 42s2} = 2.5, %⑵=1

，=3 63(。= max{J2(j) + w • F3(j5Z,x)}
3

63⑴=max{2.4 + 43s3,2.5 + X3t3 + /13S3} = 4.3)%⑴=2

一⑵=max{2.4 + 尢一 + 〃4s击 2.5 + ―― + 44s4} = 3.9)»3 ⑵=1

(3)终止

max(w • jF(yi)) = max63(。=尽(1) = 4.3 
y

成—arg max尽⑺—1

（4）返回

V2 =%(遍)=%。) = 2

Vi = % (/)=0⑵=1

最优标记序列

y" — (n；,啦)成)=(i,2,i)
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本章概要

1 .概率无向图模型是由无向图表示的联合概率分布。无向图上的结点之间的连接 

关系表示了联合分布的随机变量集合之间的条件独立性，即马尔可夫性。因此，概率 

无向图模型也称为马尔可夫随机场。

概率无向图模型或马尔可夫随机场的联合概率分布可以分解为无向图最大团上 

的正值函数的乘积的形式。

2 .条件随机场是给定输入随机变量x条件下，输出随机变量y的条件概率分布 

模型，其形式为参数化的对数线性模型。条件随机场的最大特点是假设输出变量之间 

的联合概率分布构成概率无向图模型，即马尔可夫随机场。条件随机场是判别模型。

3,线性链条件随机场是定义在观测序列与标记序列上的条件随机场。线性链条件 

随机场一般表示为给定观测序列条件下的标记序列的条件概率分布，由参数化的对数 

线性模型表示。模型包含特征及相应的权值，特征是定义在线性链的边与结点上的。 

线性链条件随机场模型的参数形式是最基本的形式，其他形式是其简化与变形，参数 

形式的数学表达式是

1
£九九（%-1,仍以"）+ £ 例s’（仍逆㈤

其中， /

z（c） = 22exp I £入+ £从政（仇逆"） 

y \ i,l

4,线性链条件随机场的概率计算通常利用前向■后向算法。

5 .条件随机场的学习方法通常是极大似然估计方法或正则化的极大似然估计，即 

在给定训练数据下，通过极大化训练数据的对数似然函数估计模型参数。具体的算法 

有改进的迭代尺度算法、梯度下降法、拟牛顿法等。

6 .线性链条件随机场的一个重要应用是标注。维特比算法是给定观测序列求条件 

概率最大的标记序列的方法。

继续阅读

关于概率无向图模型可以参阅文献［1,2］。关于条件随机场可以参阅文献［3,4］。在条 

件随机场提出之前已有最大熠马尔可夫模型等模型被提出⑸。条件随机场可以看作是最 

大炳马尔可夫模型在标注问题上的推广。支持向量机模型也被推广到标注问题上［6, 7］。
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习 题

1 1.1写出图11.3中无向图描述的概率图模型的因子分解式。

1 1.2证明Z⑺=a；［（2）1 =尸仇（乃，其中1是元素均为1的m维列向量。

1 1.3写出条件随机场模型学习的梯度下降法。

11 .4参考图11.6的状态路径图，假设随机矩阵 监（劣），必侬），皈侬），跖（2） 
分别是

“1(1)=
0 0

0.5 0.5
0.3 0.7

必⑺=
0.7 0.3

0.5 0.5
“3(/)=

0.6 0.4
0 1

峪（7）二
0 1

求以start = 2为起点，以stop = 2为终点的所有路径的状态序列y的概率及概 

率最大的状态序列。
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第12章监督学习方法总结

本篇共介绍了 io种主要的统计学习方法，属于监督学习：感知机、k近邻法、朴 

素贝叶斯法、决策树、逻辑斯谛回归与最大嫡模型、支持向量机、提升方法、EM算法、 

隐马尔可夫模型和条件随机场。现将这10种监督学习方法的特点概括总结在表12.1中。

表12.1 10种监督学习方法特点的概括总结

①EM算法在这里有些特殊，它是个一般方法，不具有具体模型。

方法 适用问题 模型特点 模型类型 学习策略 学习的 
损失函数

学习算法

感知机 二类分类 分离超平面 判别模型 极小化误分点 
到超平面距离

误分点到超 
平面距离

随机梯度下降

k近邻法 多类分 
类，回归

特征空间，样本 
山、

判别模型 — — —

朴素贝叶 

斯法

多类分类 特征与类别的联 
合耨率分布，条 

件独立假设

生成模型 极大似然估 
计，最大启验 

概率估计

对数似然损 
失

概率计算公 

式，EM算法

决策树 分
归 

类
回 

多
类

分类树，回归树 判别模型 正则化的极大 
似然估计

对数似然损 
失

特征选择，生 
成，剪枝

逻辑斯谛回 
归与最大燃 
模型

多类分类 特征条件下类别 
的条件概率分布, 
对数线形模型

判别模型 极大似然估 
计，正则化的 
极大似然估计

逻辑斯谛损 
失

改进的迭代尺 
度算法，梯度卜 
降，拟牛顿法

支持向量机 二类分类 分离超平面，核 
技巧

判别模型 极小化正则化 
合页损失，软 
间隔最大化

合页损失 序列最小最优 

化算法（SMO）

提升方法 二类分类 弱分类器的线性 
宙合

判别模型 极小化加法模 
型的指数损失

指数损失 前向分步加法 
算法

EM算法① 概率模型 
参数估计

含隐变量概率模 
型

— 极大似然估 
计，最大后验 

概率估计

对数似然损 
失

迭代算法

隐马尔可夫 
模型

标注 观测序列与状态 
序列的联合概率 
分布模型

生成模型 极大似然估 
计,最大后验 

概率估计

对数似然损 
失

概率计算公 

式，EM算法

条件随机场 标注 状态序列条件下 
观测序列的条件 
概率分布，对数 
线性模型

判别模型 极大似然估 
计,正则花极 

大似然估计

对数似然损 
失

改进的迭代尺 
度算法，梯度卜 
降，拟牛顿法
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下面对各种方法的特点及其关系进行简单的讨论。

1 .适用问题
本篇主要介绍监督学习方法。监督学习可以认为是学习一个模型，使它能对给定 

的输入预测相应的输出。监督学习包括分类、标注、回归。本篇主要考虑前两者的学 

习方法。分类问题是从实例的特征向量到类标记的预测问题，标注问题是从观测序列 

到标记序列（或状态序列）的预测问题。可以认为分类问题是标注问题的特殊情况。分 

类问题中可能的预测结果是二类或多类。而标注问题中可能的预测结果是所有的标记 

序列，其数目是指数级的。

感知机、k近邻法、朴素贝叶斯法、决策树、逻辑斯谛回归与最大嫡模型、支持向 

量机、提升方法是分类方法。原始的感知机、支持向量机以及提升方法是针对二类分 

类的，可以将它们扩展到多类分类。隐马尔可夫模型、条件随机场是标注方法。EM算 

法是含有隐变量的概率模型的一般学习算法，可以用于生成模型的无监督学习。

感知机、k近邻法、朴素贝叶斯法、决策树是简单的分类方法，具有模型直观、方 

法简单、实现容易等特点。逻辑斯谛回归与最大端模型、支持向量机、提升方法是更 

复杂但更有效的分类方法，往往分类准确率更高。隐马尔可夫模型、条件随机场是主 

要的标注方法。通常条件随机场的标注准确率更高。

2 .模型

分类问题与标注问题的预测模型都可以认为是表示从输入空间到输出空间的映 

射。它们可以写成条件概率分布p（f|x）或决策函数y = "X）的形式。前者表示给 

定输入条件下输出的概率模型，后者表示输入到输出的非概率模型。有时，模型更直 

接地表示为概率模型，或者非概率模型；但有时模型兼有两种解释。

朴素贝叶斯法、隐马尔可夫模型是概率模型。感知机、k近邻法、支持向量机、提 

升方法是非概率模型。而决策树、逻辑斯谛回归与最大燧模型、条件随机场既可以看 

作是概率模型，又可以看作是非概率模型。

直接学习条件概率分布p（p|x）或决策函数y = /（X）的方法为判别方法，对应 

的模型是判别模型。感知机、k近邻法、决策树、逻辑斯谛回归与最大嫡模型、支持向 

量机、提升方法、条件随机场是判别方法。首先学习联合概率分布p（x,y）,从而求得 

条件概率分布p（y|x）的方法是生成方法，对应的模型是生成模型。朴素贝叶斯法、 

隐马尔可夫模型是生成方法。图12.1给出部分模型之间的关系。

可以用无监督学习的方法学习生成模型。具体地，应用em算法可以学习朴素贝 

叶斯模型以及隐马尔可夫模型。

决策树是定义在一般的特征空间上的，可以含有连续变量或离散变量。感知机、支 

持向量机、k近邻法的特征空间是欧氏空间（更一般地，是希尔伯特空间）。提升方法的 

模型是弱分类器的线性组合，弱分类器的特征空间就是提升方法模型的特征空间。
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感知机模型是线性模型，而逻辑斯谛回归与最大嫡模型、条件随机场是对数线性 

模型。k近邻法、决策树、支持向量机(包含核函数)、提升方法使用的是非线性模型。

图12.1从生成与判别、分类与标注两个方面描述了几个统计学习方法之间的关系。

图12,1 部分模型之间的关系

3 .学习策略

在二类分类的监督学习中，支持向量机、逻辑斯谛回归与最大嫡模型、提升方法 

各自使用合页损失函数、逻辑斯谛损失函数、指数损失函数。3种损失函数分别写为

[1-疗⑺]+ (12.1)

log [1 + exp(—g/(%))] (12.2)

exp(-如⑺) (12.3)

这3种损失函数都是0-1损失函数的上界，具有相似的形状，如图12.2所示。所以, 

可以认为支持向量机、逻辑斯谛回归与最大嫡模型、提升方法使用不同的代理损失函 

数(surrogate loss function)表示分类的损失，定义经验风险或结构风险函数，实现二 

类分类学习任务。学习的策略是优化以下结构风险函数：

1 N
min — £ £(%, /(0)) + AJ(/) (12.4)

2=1

这里，第1项为经验风险(经验损失)，第2项为正则化项，L(y,f⑶)为损失函 

数，J⑴ 为模型的复杂度，A20为系数。

支持向量机用L2范数表示模型的复杂度。原始的逻辑斯谛回归与最大端模型没 

有正则化项，可以给它们加上心范数正则化项。提升方法没有显式的正则化项，通常 

通过早停止(early stopping)的方法达到正则化的效果。

以上二类分类的学习方法可以扩展到多类分类学习以及标注问题，比如标注问题 

的条件随机场可以看作是分类问题的最大嫡模型的推广。

概率模型的学习可以形式化为极大似然估计或贝叶斯估计的最大后验概率估计。
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图12.2 0-1损失函数、合页损失函数、逻辑斯谛损失函数、指数损失函数的关系

这时，学习的策略是极小化对数似然损失或极小化正则化的对数似然损失。对数似然 

损失可以写成

-logP（?/|a?）

最大后验概率估计时，正则化项是先验概率的负对数。

决策树学习的策略是正则化的极大似然估计，损失函数是对数似然损失，正则化 

项是决策树的复杂度。

逻辑斯谛回归与最大埔模型、条件随机场的学习策略既可以看成是极大似然估 

计（或正则化的极大似然估计），又可以看成是极小化逻辑斯谛损失（或正则化的逻辑 

斯谛损失）。

朴素贝叶斯模型、隐马尔可夫模型的无监督学习也是极大似然估计或最大后验概 

率估计，但这时模型含有隐变量。

4.学习算法

统计学习的问题有了具体的形式以后，就变成了最优化问题。有时，最优化问题 

比较简单，解析解存在，最优解可以由公式简单计算。但在多数情况下，最优化问题没 

有解析解，需要用数值计算的方法或启发式的方法求解。

朴素贝叶斯法与隐马尔可夫模型的监督学习，最优解即极大似然估计值，可以由 

概率计算公式直接计算。

感知机、逻辑斯谛回归与最大熠模型、条件随机场的学习利用梯度下降法、拟牛 

顿法等。这些都是一般的无约束最优化问题的解法。

支持向量机学习，可以解凸二次规划的对偶问题。有序列最小最优化算法等 

方法。
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决策树学习是基于启发式算法的典型例子。可以认为特征选择、生成、剪枝是启 

发式地进行正则化的极大似然估计。

提升方法利用学习的模型是加法模型、损失函数是指数损失函数的特点，启发式 

地从前向后逐步学习模型，以达到逼近优化目标函数的目的。

EM算法是一种迭代的求解含隐变量概率模型参数的方法，它的收敛性可以保证, 

但是不能保证收敛到全局最优。

支持向量机学习、逻辑斯谛回归与最大蜡模型学习、条件随机场学习是凸优化问 

题，全局最优解保证存在。而其他学习问题则不是凸优化问题。
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第13章无监督学习概论

第2篇讲述统计学习或机器学习中的无监督学习方法。无监督学习是从无标注数 

据中学习模型的机器学习问题，是机器学习的重要组成部分。

本章是无监督学习的概述，首先叙述无监督学习的基本原理，之后介绍无监督学 

习的基本问题和基本方法。基本问题包括聚类、降维、话题分析和图分析。

13.1无监督学习基本原理

无监督学习是从无标注的数据中学习数据的统计规律或者说内在结构的机器学 

习，主要包括聚类、降维、概率估计。无监督学习可以用于数据分析或者监督学习的 

前处理。

无监督学习使用无标注数据U = {%%•••,2'}学习或训练，其中g，i = 

1,2,…，N,是样本(实例)，由特征向量组成。无监督学习的模型是函数z = g“0, 
条件概率分布Pe(z\x),或条件概率分布Pe(x\z)o其中x e X是输入，表示样本；z e Z 
是输出，表示对样本的分析结果，可以是类别、转换、概率；e是参数。

假设训练数据集由N个样本组成，每个样本是一个M维向量。训练数据可以由 

一个矩阵表示，每一行对应一个特征，每一列对应一个样本。

力11 … %1N

X = ： :♦ ♦

2 Ml …岔MN — 一

其中，Xij 是第，个向量的第。维；E =
无监督学习是一个困难的任务，因为数据没有标注，也就是没有人的指导，机器 

需要自己从数据中找出规律。模型的输入力在数据中可以观测，而输出z隐藏在数 

据中。无监督学习通常需要大量的数据，因为对数据隐藏的规律的发现需要足够的 

观测。
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无监督学习的基本想法是对给定数据(矩阵数据)进行某种“压缩”，从而找到数 

据的潜在结构。假定损失最小的压缩得到的结果就是最本质的结构。图13.1是这种想 

法的一个示意图。可以考虑发掘数据的纵向结构，把相似的样本聚到同类，即对数据 

进行聚类。还可以考虑发掘数据的横向结构，把高维空间的向量转换为低维空间的向 

量，即对数据进行降维。也可以同时考虑发掘数据的纵向与横向结构，假设数据由含 

有隐式结构的概率模型生成得到，从数据中学习该概率模型。

(b)数据横向结构⑻数据纵向结构

图13.1 无监督学习的基本想法

(C)数据横向纵向结构

13.2基本问题

1 .聚类
聚类(clustering)是将样本集合中相似的样本(实例)分配到相同的类，不相似 

的样本分配到不同的类。聚类时，样本通常是欧氏空间中的向量，类别不是事先给定, 

而是从数据中自动发现，但类别的个数通常是事先给定的。样本之间的相似度或距离 

由应用决定。如果一个样本只能属于一个类，则称为硬聚类(hard clustering)；如果 

一个样本可以属于多个类，则称为软聚类(soft clustering)。图13.2给出聚类(硬聚 

类)的例子。二维空间的样本被分到三个不同的类中。

假设输入空间是欧氏空间X C R%输出空间是类别集合Z =
聚类的模型是函数z = 或者条件概率分布B(z|~),其中力e X是样本的向

量，z e Z是样本的类别，0是参数。前者的函数是硬聚类模型，后者的条件概率分布 

是软聚类模型。

聚类的过程就是学习聚类模型的过程。硬聚类时，每一个样本属于某一类 

Zi = ge(xi),i = 1,2, • • • ,N；软聚类时，每一个样本依概率属于每一个类R(zi|g), i = 
1,2,•…，N。如图13.1所示，聚类可以帮助发现数据中隐藏的纵向结构。(也有例
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图13.2 聚类的例子

外，co-clustering是聚类算法，对样本和特征都进行聚类，同时发现数据中的纵向横 

向结构。）

2 .降维

降维（dimensionality reduction）是将训练数据中的样本（实例）从高维空间转换 

到低维空间。假设样本原本存在于低维空间，或者近似地存在于低维空间，通过降维 

则可以更好地表示样本数据的结构，即更好地表示样本之间的关系。高维空间通常是 

高维的欧氏空间，而低维空间是低维的欧氏空间或者流形（manifold）。低维空间不是 

事先给定，而是从数据中自动发现，其维数通常是事先给定的。从高维到低维的降维 

中，要保证样本中的信息损失最小。降维有线性的降维和非线性的降维。图13.3给出 

降维的例子。二维空间的样本存在于一条直线的附近，可以将样本从二维空间转换到 

一维空间。通过降维可以更好地表示样本之间的关系。

图13.3 降维的例子

假设输入空间是欧氏空间X C Rd,输出空间也是欧氏空间Z匚R/，力《d,后 

者的维数低于前者的维数。降维的模型是函数z = g“c）,其中％ 6X是样本的高维向 

量，Z e z是样本的低维向量，e是参数。函数可以是线性函数也可以是非线性函数。
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降维的过程就是学习降维模型的过程。降维时，每一个样本从高维向量转换为低 

维向量冬=geM，，= 1,2,…，N。如图13.1所示，降维可以帮助发现数据中隐藏的 

横向结构。

3 .概率模型估计

概率模型估计(probability model estimation),简称概率估计，假设训练数据由 

一个概率模型生成，由训练数据学习概率模型的结构和参数。概率模型的结构类型, 

或者说概率模型的集合事先给定，而模型的具体结构与参数从数据中自动学习。学习 

的目标是找到最有可能生成数据的结构和参数。概率模型包括混合模型、概率图模型 

等。概率图模型又包括有向图模型和无向图模型。图13.4给出混合模型估计的例子。 

假设数据由高斯混合模型生成，学习的目标是估计这个模型的参数。

概率模型表示为条件概率分布BQ|z),其中随机变量2表示观测数据，可以是 

连续变量也可以是离散变量；随机变量n表示隐式结构，是离散变量；随机变量占表 

示参数。模型是混合模型时，z表示成分的个数；模型是概率图模型时，z表示图的 

结构。

概率模型的一种特殊情况是隐式结构不存在，即满足PoQ|z) = B3)。这时条件 

概率分布估计变成概率分布估计，只要估计分布63)的参数即可。传统统计学中的 

概率密度估计，比如高斯分布参数估计，都属于这种情况。

概率模型估计是从给定的训练数据。={C1逆2,-- /n}中学习模型的 

结构和参数。这样可以计算出模型相关的任意边缘分布和条件分布。注意随机变量£ 

是多元变量，甚至是高维多元变量。如图13.1所示，概率模型估计可以帮助发现数据 

中隐藏的横向纵向结构。

软聚类也可以看作是概率模型估计问题。根据贝叶斯公式

P[z\x)—
P{z}P{x\z) 

PQ)
oc P[z}P(x\z) (13.1)

假设先验概率服从均匀分布，只需要估计条件概率分布为侬⑶。这样，可以通过对条 

件概率分布Pe^\z)的估计进行软聚类，这里Z表示类别，e表示参数。
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13.3 机器学习三要素

同监督学习一样，无监督学习也有三要素：模型、策略、算法。

模型就是函数z = go(2)，条件概率分布⑶，或条件概率分布为(力⑶，在聚 

类、降维、概率模型估计中拥有不同的形式。比如，聚类中模型的输出是类别；降维中 

模型的输出是低维向量；概率模型估计中的模型可以是混合概率模型，也可以是有向 

概率图模型和无向概率图模型。

策略在不同的问题中有不同的形式，但都可以表示为目标函数的优化。比如，聚 

类中样本与所属类别中心距离的最小化，降维中样本从高维空间转换到低维空间过程 

中信息损失的最小化，概率模型估计中模型生成数据概率的最大化。

算法通常是迭代算法，通过迭代达到目标函数的最优化，比如，梯度下降法。

层次聚类法、k均值聚类是硬聚类方法，高斯混合模型EM算法是软聚类方法。 

主成分分析、潜在语义分析是降维方法。概率潜在语义分析、潜在狄利克雷分配是概 

率模型估计方法。

13.4 无监督学习方法

1 .聚类
聚类主要用于数据分析，也可以用于监督学习的前处理。聚类可以帮助发现数据 

中的统计规律。数据通常是连续变量表示的，也可以是离散变量表示的。第14章将讲 

述聚类方法，包括层次聚类和k均值聚类。

表13.1给出一个简单的数据集合。有5个样本A、B、C、D、E,每个样本有二维 

特征的，22。图13.5显示样本在二维实数空间的位置。通过聚类算法，可以将样本分 

配到两个类别中。假设用k均值聚类，k = 2。开始可以取任意两点作为两个类的中 

心；依据样本与类中心的欧氏距离的大小将样本分配到两个类中；然后计算两个类中 

样本的均值，作为两个类的新的类中心；重复以上操作，直到两类不再改变，最后得到 

聚类结果，A、B、C为一个类，D、E为另一个类。

表13.1 聚类数据

A B C D E
N1 1 1 0 2 3
上2 1 0 2 4 5
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2 .降维
降维主要用于数据分析，也可以用于监督学习的前处理。降维可以帮助发现高维 

数据中的统计规律。数据是连续变量表示的。第16章介绍降维方法的主成分分析， 

第15章介绍基础的奇异值分解。

表13.2给出一个简单的数据集合。有14个样本A、B、C、D等，每个样本有9 
维特征的逆2,-•，优9。由于数据是高维（多变量）数据，很难观察变量的样本区分能 

力，也很难观察样本之间的关系。比如样本表示细胞，特征表示细胞中的指标。从数 

据中很难直接观察到哪些变量能帮助区分细胞，哪些细胞相似，哪些细胞不相似。对 

数据进行降维，如主成分分析，就可以更直接地分析以上问题。图13.6显示对样本集

表 13.2 聚类数据

A B C D ♦ ♦ ♦

X1 3 0.25 2.8 0.1 • ♦ •

X2 2.9 0.8 2.2 1.8 ♦ ♦ ♦

23 2.2 1 1.5 3.2 ♦ ♦ ♦

)4 2 1.4 2 0.3 ♦ ♦ ♦

力5 1.3 1.6 1.6 0 ♦ ♦ ♦

立6 1.5 2 2.1 3 ♦ ♦ ♦

1.1 2.2 1.2 2.8 ♦ ♦ ♦

X8 1 2.7 0.9 0.3 • • •

Xg 0.4 3 0.6 0.1 ♦ ♦ ♦
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合进行降维（主成分分析）的结果。结果在新的二维实数空间中，有二维新的特征以, 

外，14个样本分布在不同位置。通过降维，可以发现样本可以分为三个类别。二维新 

特征由原始特征定义。

图13.6 降维（主成分分析）的结果

3 .话题分析

话题分析是文本分析的一种技术。给定一个文本集合，话题分析旨在发现文本集 

合中每个文本的话题，而话题由单词的集合表示。注意，这里假设有足够数量的文本, 

如果只有一个文本或几个文本，是不能做话题分析的。话题分析可以形式化为概率模 

型估计问题，或降维问题。第17、18、20章分别介绍话题分析方法的潜在语义分析、 

概率潜在语义分析、潜在狄利克雷分配。第19章介绍基础的马尔可夫链蒙特卡罗法。

表13.3给出一个文本数据集合。有6个文本，6个单词，表中数字表示单词在文 

本中的出现次数。对数据进行话题分析，如LDA分析，得到由单词集合表示的话题, 

以及由话题集合表示的文本。如表13.4所示，具体地话题表示为单词的概率分布，文 

本表示为话题的概率分布。LDA是含有这些概率分布的模型。直观上，一个话题包含 

语义相似的单词。一个文本包含若干个话题。

表13.3 话题分析的数据

wordl 
word2 
word3 
word4 
word5 
word6
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表13.4 话题分析(LDA分析)的结果

话题 

单词
topic 1 topic2

话题
topicl topic2

wordl 0.33 0 docl 1 0
word 2 0.33 0 doc2 1 0
word3 0.33 0 doc3 1 0
word4 0 0.33 doc4 0 1
word5 0 0.33 doc5 0 1
word6 0 0.33 doc6 0 1

4 .图分析

很多应用中的数据是以图的形式存在，图数据表示实体之间的关系，包括有向图、 

无向图、超图。图分析(graph analytics)的目的是发掘隐藏在图中的统计规律或潜 

在结构。链接分析(link analysis)是图分析的一种，包括PageRank算法，主要是发 

现有向图中的重要结点。第21章介绍PageRank算法。

PageRank算法是无监督学习方法。给定一个有向图，定义在图上的随机游走即马 

尔可夫链。随机游走者在有向图上随机跳转，到达一个结点后以等概率跳转到链接出 

去的结点，并不断持续这个过程。PageRank算法就是求解该马尔可夫链的平稳分布 

的算法。一个结点上的平稳概率表示该结点的重要性，称为该结点的PageRank值。 

被指向的结点越多，该结点的PageRank值就越大；被指向的结点的PageRank值越 

大，该结点的PageRank值就越大。直观上PageRank值越大结点也就越重要。

这里简单介绍PageRank的原理。图13.7是一个简单的有向图，有4个结点 

A, B, C, D。给定这个图，PageRank算法通过迭代求出结点的PageRank值。首先, 

对每个结点的概率值初始化，表示各个结点的到达概率，假设是等概率的。下一步, 

各个结点的概率是上一步各个结点可能跳转到该结点的概率之和，不断迭代，各个结 

点的到达概率分布趋于平稳分布，也就是PageRank值的分布。迭代过程如表13.5所 

示。可以看出结点C,。的PageRank值更大。

(A )--------- B )

C

D

图13.7 有向图数据
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PageRank算法最初是为互联网搜索而提出。可以将互联网看作是一个巨大的 

有向图，网页是结点，网页的超链接是有向边。PageRank算法可以算出网页的 

PageRank值，表示其重要度，在搜索引擎的排序中网页的重要度起着重要作用。

本章概要

1 .机器学习或统计学习一般包括监督学习、无监督学习、强化学习。

无监督学习是指从无标注数据中学习模型的机器学习问题。无标注数据是自然得 

到的数据，模型表示数据的类别、转换或概率。无监督学习的本质是学习数据中的统 

计规律或潜在结构，主要包括聚类、降维、概率估计。

2 .无监督学习可以用于对已有数据的分析，也可以用于对未来数据的预测。学习 

得到的模型有函数z = qQ）,条件概率分布P（z|0,或条件概率分布PQ|z）。

无监督学习的基本想法是对给定数据（矩阵数据）进行某种“压缩”，从而找到数 

据的潜在结构，假定损失最小的压缩得到的结果就是最本质的结构。可以考虑发掘数 

据的纵向结构，对应聚类。也可以考虑发掘数据的横向结构，对应降维。还可以同时 

考虑发掘数据的纵向与横向结构，对应概率模型估计。

3 .聚类是将样本集合中相似的样本（实例）分配到相同的类，不相似的样本分配 

到不同的类。聚类分硬聚类和软聚类。聚类方法有层次聚类和k均值聚类。

4 .降维是将样本集合中的样本（实例）从高维空间转换到低维空间。假设样本原 

本存在于低维空间，或近似地存在于低维空间，通过降维则可以更好地表示样本数据 

的结构，即更好地表示样本之间的关系。降维有线性降维和非线性降维，降维方法有 

主成分分析。

5 .概率模型估计假设训练数据由一个概率模型生成，同时利用训练数据学习概率 

模型的结构和参数。概率模型包括混合模型、概率图模型等。概率图模型又包括有向 

图模型和无向图模型。

6 .话题分析是文本分析的一种技术。给定一个文本集合，话题分析旨在发现文本 

集合中每个文本的话题，而话题由单词的集合表示。话题分析方法有潜在语义分析、 
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概率潜在语义分析和潜在狄利克雷分配。

7 .图分析的目的是发掘隐藏在图中的统计规律或潜在结构。链接分析是图分析的 

一种，主要是发现有向图中的重要结点，包括PageRank算法。

继续阅读

无监督学习在主要的机器学习书籍［1-7］中都有介绍，可以参考。

参考文献
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[2] Bishop M. Pattern Recognition and Machine Learning. Springer, 2006.
[3] Koller D, Friedman N. Probabilistic graphical models: principles and techniques. Cam­

bridge, MA: MIT Press, 2009.
[4] Goodfellow I, Bengio Y, Courville A. Deep learning. Cambridge, MA: MIT Press, 2016.
[5] Michelle T M. Machine Learning. McGraw-Hill Companies, Inc. 1997.（中译本：机器学 

习.北京：机械工业出版社，2003.）
[6] Barber D. Bayesian reasoning and machine learning, Cambridge, UK: Cambridge Uni­

versity Press, 2012.
[7]周志华.机器学习.北京：清华大学出版社，2017.
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聚类是针对给定的样本，依据它们特征的相似度或距离，将其归并到若干个“类” 

或“簇”的数据分析问题。一个类是给定样本集合的一个子集。直观上，相似的样本聚 

集在相同的类，不相似的样本分散在不同的类。这里，样本之间的相似度或距离起着 

重要作用。

聚类的目的是通过得到的类或簇来发现数据的特点或对数据进行处理，在数据挖 

掘、模式识别等领域有着广泛的应用。聚类属于无监督学习，因为只是根据样本的相 

似度或距离将其进行归类，而类或簇事先并不知道。

聚类算法很多，本章介绍两种最常用的聚类算法：层次聚类(hierarchical cluster­
ing) 和k均值聚类(k-means clustering)。层次聚类又有聚合(自下而上)和分裂(自 

上而下)两种方法。聚合法开始将每个样本各自分到一个类；之后将相距最近的两类 

合并，建立一个新的类，重复此操作直到满足停止条件；得到层次化的类别。分裂法 

开始将所有样本分到一个类；之后将已有类中相距最远的样本分到两个新的类，重复 

此操作直到满足停止条件；得到层次化的类别。k均值聚类是基于中心的聚类方法, 

通过迭代，将样本分到k个类中，使得每个样本与其所属类的中心或均值最近；得到 

k个“平坦的”、非层次化的类别，构成对空间的划分。k均值聚类的算法1967年由 

MacQueen 提出。

本章14.1节介绍聚类的基本概念，14.2节和14.3节分别叙述层次聚类和k均值 

聚类。

14.1 聚类的基本概念

本节介绍聚类的基本概念，包括样本之间的距离或相似度，类或簇，类与类之间 

的距离。

14.1.1 相似度或距离

聚类的对象是观测数据，或样本集合。假设有几个样本，每个样本由m个属性的
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特征向量组成。样本集合可以用矩阵X表示

Nil 的2

% 妆2
X = [Xij]mxn

^2n

^mn

(14.1)

矩阵的第，列表示第^个样本，，=1,2,・..，小 第，行表示第，个属性，i = 

1,2, •• • ,m；矩阵元素Xij表示第个样本的第i个属性值，i = 1,2, •• • ,m； j = 
1, 2, ♦…，Tlo

聚类的核心概念是相似度(similarity)或距离(distance),有多种相似度或距离 

的定义。因为相似度直接影响聚类的结果，所以其选择是聚类的根本问题。具体哪种 

相似度更合适取决于应用问题的特性。

1 .闵可夫斯基距离①

在聚类中，可以将样本集合看作是向量空间中点的集合，以该空间的距离表示样 

本之间的相似度。常用的距离有闵可夫斯基距离，特别是欧氏距离。闵可夫斯基距离 

越大相似度越小，距离越小相似度越大。

定义14.1给定样本集合X, X建m维实数向量空间Rm中点的集合，其中

/i)4 j £ X, Xi —(6 1。)工2, 巧=(① 1，)雹,)，，)Gmj)T， 样本Xi与样本Xj

的闵可夫斯基距离(Minkowski distance )定义为

1

(14.2)

这里p21。当p = 2时称为欧氏距离(Euclidean distance ),即

(14.3)

当p = 1时称为曼哈顿距离(Manhattan distance ),即
m

— £ I ^ki - /kj\ (14.4)
k=l

当p = oo时称为切比雪夫距离(Chebyshev distance ))取各个坐标数值差的绝对值 

的最大值，即

dij = max \xki - xkj\ (14.5)

①在第3章叙述了闵可夫斯基距离，现重述，记号有所改变。
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2 .马哈拉诺比斯距离

马哈拉诺比斯距离(Mahalanobis distance),简称马氏距离，也是另一种常用的 

相似度，考虑各个分量(特征)之间的相关性并与各个分量的尺度无关。马哈拉诺比 

斯距离越大相似度越小，距离越小相似度越大。

定义14.2给定一个样本集合X, X = 其协方差矩阵记作So样本g

与样本叼之间的马哈拉诺比斯距离di：i定义为

1
2dij = [^i -叼尸$_1(0 - 叼) (14.6)

其中

叼=(工lj)支2j).…逆mj (147)

当S为单位矩阵时，即样本数据的各个分量互相独立且各个分量的方差为1时, 

由式(14.6)知马氏距离就是欧氏距离，所以马氏距离是欧氏距离的推广。

3 .相关系数

样本之间的相似度也可以用相关系数(correlation coefficient)来表示。相关系数 

的绝对值越接近于1,表示样本越相似；越接近于0,表示样本越不相似。

定义14.3 样本g与样本叼 之间的相关系数定义为

m
£(7就 一®)(% - %) 

k=i
m m
〉](1碗-g)2)]-叼)2

(14.8)1
2

.k=i k=i

其中
] m

g = 〉]

m k=l

] m
的’=五£ 

k=l

4 .夹角余弦

样本之间的相似度也可以用夹角余弦(cosine)来表示。夹角余弦越接近于1,表 

示样本越相似；越接近于3表示样本越不相似。
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定义14.4 样本g与样本叼 之间的夹角余弦定义为

m
〉:^ki^kj
k=l

m m
i
2

(14.9)

£吟£味
_k=l fe=l

由上述定义看出，用距离度量相似度时，距离越小样本越相似；用相关系数时, 

相关系数越大样本越相似。注意不同相似度度量得到的结果并不一定一致。请参照 

图 14.1。

O

图14.1 距离与相关系数的关系

从图上可以看出，如果从距离的角度看，4和B比4和。更相似；但从相关系 

数的角度看，A和。比A和B更相似。所以，进行聚类时，选择适合的距离或相似 

度非常重要。

14.1.2 类或簇

通过聚类得到的类或簇，本质是样本的子集。如果一个聚类方法假定一个样本只 

能属于一个类，或类的交集为空集，那么该方法称为硬聚类(hard clustering)方法。 

否则，如果一个样本可以属于多个类，或类的交集不为空集，那么该方法称为软聚 

类(soft clustering)方法。本章只考虑硬聚类方法。

用G表示类或簇(cluster),用g,叼表示类中的样本，用tig表示G中样本的 

个数，用dij表示样本3与样本叼之间的距离。类或簇有多种定义，下面给出几个常 

见的定义。
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定义14.5 设T为给定的正数，若集合G中任意两个样本0,叼，有

d,j W T

则称G为一个类或簇。

定义14.6 设T为给定的正数，若对集合G的任意样本g, 一定存在G中的另 

一个样本叼，使得

dij W T

则称G为一个类或簇。

定义14.7 设T为给定的正数，若对集合G中任意一个样本g, G中的另一个 

样本叼满足 

7 dij < T "G T £

其中九G为G中样本的个数，则称G为一个类或簇。

定义14.8 设T和卜为给定的两个正数，如果集合G中任意两个样本g,叼的

距离d”•满足
1

九G(九G 一 1)
£ £ dij4T 

Xi CG Xj^G

V

则称G为一个类或簇。

以上四个定义，第一个定义最常用，并且由它可推出其他三个定义。

类的特征可以通过不同角度来刻画，常用的特征有下面三种:

(1)类的均值于G，又称为类的中心

] 九G

= - T 0
nG乙： 

2 = 1

(14.10)

式中九G是类G的样本个数。

(2)类的直径(diameter) Dq

类的直径。g是类中任意两个样本之间的最大距离，即

Dg — max dij (14.11)

(3)类的样本散布矩阵(scatter matrix) Aq与样本协方差矩阵(covariance 
matrix) Sq

类的样本散布矩阵Ag为
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no

4g = £ (g - 土G)(g 一 历g), 
i=i

(14.12)

样本协方差矩阵Sg为

Sg =
1

m 一
] no

(…g)(VG)T (14.13)

其中m为样本的维数(样本属性的个数)。

14.1.3 类与类之间的距离

下面考虑类Gp与类Gq之间的距离D(p)q),也称为连接(linkage)。类与类之间 

的距离也有多种定义。

设类Gp包含np个样本，Gq包含nq个样本，分别用xp和xq表示Gp和Gq的 

均值，即类的中心。

(1)最短距离或单连接(single linkage)

定义类Gp的样本与Gq的样本之间的最短距离为两类之间的距离

Dpq = min {dij\xi G Gp,Xj G Gq} (14.14)

(2)最长距离或完全连接(complete linkage)

定义类Gp的样本与Gq的样本之间的最长距离为两类之间的距离

Dpq = max {dij\xi G Gp, Xj G Gq} (14.15)

(3)中心距离

定义类Gp与类Gq的中心xp与xq之间的距离为两类之间的距离

(14.16)

(4)平均距离

定义类Gp与类Gq任意两个样本之间距离的平均值为两类之间的距离

1
Dpq —

npRq
£ £血

Xi^Gp XjWGq

(14.17)
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14.2 层次聚类

层次聚类假设类别之间存在层次结构，将样本聚到层次化的类中。层次聚类又 

有聚合(agglomerative)或自下而上(bottom-up)聚类、分裂(divisive)或自上而 

下(top-down)聚类两种方法。因为每个样本只属于一个类，所以层次聚类属于硬 

聚类。

聚合聚类开始将每个样本各自分到一个类；之后将相距最近的两类合并，建立一 

个新的类，重复此操作直到满足停止条件；得到层次化的类别。分裂聚类开始将所有 

样本分到一个类；之后将已有类中相距最远的样本分到两个新的类，重复此操作直到 

满足停止条件；得到层次化的类别。本书只介绍聚合聚类。

聚合聚类的具体过程如下：对于给定的样本集合，开始将每个样本分到一个类; 

然后按照一定规则，例如类间距离最小，将最满足规则条件的两个类进行合并；如此 

反复进行，每次减少一个类，直到满足停止条件，如所有样本聚为一类。

由此可知，聚合聚类需要预先确定下面三个要素：

(1)距离或相似度；

(2)合并规则；

(3)停止条件。

根据这些要素的不同组合，就可以构成不同的聚类方法。距离或相似度可以是闵 

可夫斯基距离、马哈拉诺比斯距离、相关系数、夹角余弦。合并规则一般是类间距离 

最小，类间距离可以是最短距离、最长距离、中心距离、平均距离。停止条件可以是类 

的个数达到阈值(极端情况类的个数是1)、类的直径超过阈值。

如果采用欧氏距离为样本之间距离；类间距离最小为合并规则，其中最短距离为 

类间距离；类的个数是1,即所有样本聚为一类，为停止条件，那么聚合聚类的算法 

如下。

算法14.1 (聚合聚类算法)

输入：几个样本组成的样本集合及样本之间的距离；

输出：对样本集合的一个层次化聚类。

(1)计算几个样本两两之间的欧氏距离{%-},记作矩阵D = [d0]nxno

(2)构造几个类，每个类只包含一个样本。

(3)合并类间距离最小的两个类，其中最短距离为类间距离，构建一个新类。

(4)计算新类与当前各类的距离。若类的个数为1,终止计算，否则回到步(3)o ■ 

可以看出聚合层次聚类算法的复杂度是。(砂山)，其中m是样本的维数，n是样 

本个数。
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下面通过一个例子说明聚合层次聚类算法。

例14.1给定5个样本的集合，样本之间的欧氏距离由如下矩阵D表示:

D =心,5 x 5 =

0 7 2

7 0 5

2 5 0

9 4 8

3 6 1

9 3

4 6

8 1

0 5

5 0

其中dij表示第z个样本与第3个样本之间的欧氏距离。显然D为对称矩阵。应用聚 

合层次聚类法对这5个样本进行聚类。

解(1)首先用5个样本构建5个类，Gi = ｛x^, i = ,5,这样，样本之

间的距离也就变成类之间的距离，所以5个类之间的距离矩阵亦为D.

(2)由矩阵D可以看出，。35 =。53 = 1为最小，所以把G3和G5合并为一个 

新类，记作Gq = ｛优3,方｝。

(3)计算G6与Gi，G2, G4之间的最短距离，有

。61 = 2, 。62 = 5, 。64 = 5

又注意到其余两类之间的距离是

D12 = 7, 。14 = 9, 。24 = 4

显然，。61 = 2最小，所以将G1与Gq合并成一个新类，记作G? = ｛/1避3逆5｝。

(4)计算G7与G?，G4之间的最短距离,

。72 = 5, 。74 = 5

又注意到

。24 = 4

显然，其中。24 = 4最小，所以将G2与G4合并成一新类，记作Gs = ｛数出4｝。

(5)将G7与G8合并成一个新类，记作Gg = ｛比1,啰2,力3,劣4,磔｝,即将全部样本

聚成1类，聚类终止。 ■

上述层次聚类过程可以用下面的层次聚类图表示



14.3 k均值聚类 263

14.3 k均值聚类

k均值聚类是基于样本集合划分的聚类算法。k均值聚类将样本集合划分为k个 

子集，构成k个类，将几个样本分到k个类中，每个样本到其所属类的中心的距离最 

小。每个样本只能属于一个类，所以k均值聚类是硬聚类。下面分别介绍k均值聚类 

的模型、策略、算法，讨论算法的特性及相关问题。

14.3.1 模型

给定n个样本的集合X = ｛的避2, •…/九｝,每个样本由一个特征向量表示, 

特征向量的维数是k均值聚类的目标是将几个样本分到k个不同的类或簇 

中，这里假设k < n. k个类形成对样本集合X的划分，其中 
k

Gi n G, = 0, |J & = X。用。表示划分，一个划分对应着一个聚类结果。 

2 = 1
划分。是一个多对一的函数。事实上，如果把每个样本用一个整数c e 

,n｝表示，每个类也用一个整数2 G ｛1,2,... ,k｝表示，那么划分或者聚 

类可以用函数Z = C⑴表示，其中〃 € 口之…*｝, /€ ｛1,2,-.,储。所以k均值聚 

类的模型是一个从样本到类的函数。

14.3.2 策略

k均值聚类归结为样本集合X的划分，或者从样本到类的函数的选择问题。k均 

值聚类的策略是通过损失函数的最小化选取最优的划分或函数。*。

首先，采用欧氏距离平方(squared Euclidean distance)作为样本之间的距离 

d(g,叼)



264 第14章聚类方法

m
d(g, Xj) = £ (%一化的)2 

k=i

=忸一叼/ (14.18)

然后，定义样本与其所属类的中心之间的距离的总和为损失函数，即

k

w(c)= £ E 忸-利2
1=1 C(i)=l

(14.19)

n
式中© = （土iz32Z,…3加）T是第Z个类的均值或中心，ni = £l（C（i） = l）, 

/（。⑴=2）是指示函数，取值为1或0。函数卬（C）也称为能量，,系相同类中的样 

本相似的程度。

k均值聚类就是求解最优化问题：

C* = argmin W(C)
c

k
arg minEE ||g -阖『

1=1。⑴=z
(14.20)

相似的样本被聚到同类时，损失函数值最小，这个目标函数的最优化能达到聚类 

的目的。但是，这是一个组合优化问题，几个样本分到k类，所有可能分法的数目是：

1 k 1
s（*k）= 疝£（-i尸（:犷 

1=1
(14.21)

这个数字是指数级的。事实上，k均值聚类的最优解求解问题是NP困难问题。现实 

中采用迭代的方法求解。

14.3.3 算法

k均值聚类的算法是一个迭代的过程，每次迭代包括两个步骤。首先选择k个类的 

中心，将样本逐个指派到与其最近的中心的类中，得到一个聚类结果；然后更新每个类 

的样本的均值，作为类的新的中心；重复以上步骤，直到收敛为止。具体过程如下。

首先，对于给定的中心值（叫,加2,・・丁他0，求一个划分。，使得目标函数极小化：

k
嗖£ £忸-研『

i=i c ⑶=1
(14.22)
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就是说在类中心确定的情况下，将每个样本分到一个类中，使样本和其所属类的中心 

之间的距离总和最小。求解结果，将每个样本指派到与其最近的中心吸 的类G,中。

然后，对给定的划分C,再求各个类的中心(馆1,馆2,・-使得目标函数极

小化:

min
77”,…,啊EE

1=1 C(i)=Z
㈤一 mi\\2

就是说在划分确定的情况下，使样本和其所属类的中心之间的距离总和最小。求解结 

果，对于每个包含现个样本的类G,，更新其均值馆［：

1
ni £ g, 

c⑴=i
I = 1)♦一)k

重复以上两个步骤，直到划分不再改变，得到聚类结果。现将k均值聚类算法叙 

述如下。

算法14.2 (k均值聚类算法)

输入：几个样本的集合X；

输出：样本集合的聚类。・。

(1)初始化。令1=0,随机选择k个样本点作为初始聚类中心m(0)=

(2)对样本进行聚类。对固定的类中心加⑴=⑺孔…，鬲工・・・，加黑)，其中 

m?为类Gi的中心，计算每个样本到类中心的距离，将每个样本指派到与其最近的 

中心的类中，构成聚类结果C。)。

(3)计算新的类中心。对聚类结果。⑴，计算当前各个类中的样本的均值，作为新 

的类中心nz(*+i)=(显"1),…，鬲"1),…，尾"")。

(4)如果迭代收敛或符合停止条件，输出C* =。(叽

否则，令力=土 + 1,返回步(2)o ■

k均值聚类算法的复杂度是O(mnk),其中m是样本维数，n是样本个数，k是类 

别个数。

例14.2给定含有5个样本的集合

X =
0 0 15 5

2 0 0 0 2

试用k均值聚类算法将样本聚到2个类中。

解按照算法142
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(1)选择两个样本点作为类的中心。假设选择=d=(0,2)T, = x2 =

(0,0)To
(2)以屈°),冠°)为类G，)，G！°)的中心，计算禽=(1,O)T, X4 = (5,0尸,X5 = 

(5,2产与小，)=(0,2)t, = (0,0)T的欧氏距离平方。

对第3 = (1,O)T, d(g,7ns)) = 5，或%尾。))=1,将，3 分到类 G”
对劣4 = (5,0尸,d(%7n，)) = 29, d(x4,m，)) = 25,将 x4 分到类 Gg°)。

对比5 = (5,2产，*力5,屈°)) = 25, d(宓5,??4°)) = 29,将劣5 分到类 G，)。

(3)得到新的类G?)= {%力5}, G，)= {/2,23,24},计算类的中心鬲1)，尾1)：

屁 1)= (2.5, 2.0)t,尾D = (2,0)t

(4)重复步骤(2)和步骤(3)o

将21分到类G，),将优2分到类, x3分到类GJ,，血分到类G” 窃分到 

类 G，)。

得到新的类G，)= {%磔}, G- = {%%①4}。

由于得到的新的类没有改变，聚类停止。得到聚类结果：

G； = {% 比5}, G1 = {22,/3避4}

14.3.4 算法特性

L总体特点

k均值聚类有以下特点：基于划分的聚类方法；类别数k事先指定；以欧氏距离 

平方表示样本之间的距离，以中心或样本的均值表示类别；以样本和其所属类的中心 

之间的距离的总和为最优化的目标函数；得到的类别是平坦的、非层次化的；算法是 

迭代算法，不能保证得到全局最优。

2 .收敛性

k均值聚类属于启发式方法，不能保证收敛到全局最优，初始中心的选择会直接 

影响聚类结果。注意，类中心在聚类的过程中会发生移动，但是往往不会移动太大，因 

为在每一步，样本被分到与其最近的中心的类中。

3 .初始类的选择

选择不同的初始中心，会得到不同的聚类结果。针对上面的例14.2,如果 

改变两个类的初始中心，比如选择屈°)= xi和m£)= x5,那么您2,优3会分
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到G",到会分到形成聚类结果G? = {%%2}, =到4,方}。中

心是屁1)= (0.33,0.67)t, = (5,1)TO继续迭代，聚类结果仍然是G，)=

{xi,X2,X3}, GJ) = {砧窃}。聚类停止。

初始中心的选择，比如可以用层次聚类对样本进行聚类，得到k个类时停止。然 

后从每个类中选取一个与中心距离最近的点。

4 .类别数k的选择

k均值聚类中的类别数k值需要预先指定，而在实际应用中最优的k值是不知道 

的。解决这个问题的一个方法是尝试用不同的k值聚类，检验各自得到聚类结果的质 

量，推测最优的k值。聚类结果的质量可以用类的平均直径来衡量。一般地，类别数 

变小时;平均直径会增加；类别数变大超过某个值以后，平均直径会不变；而这个值正 

是最优的k值。图14.3说明类别数与平均直径的关系。实验时，可以采用二分查找, 

快速找到最优的k值。

类别数

图14.3 类别数与平均直径的关系

本章概要

1 .聚类是针对给定的样本，依据它们属性的相似度或距离，将其归并到若干 

个“类”或“簇”的数据分析问题。一个类是样本的一个子集。直观上，相似的样本聚 

集在同类，不相似的样本分散在不同类。

2 .距离或相似度度量在聚类中起着重要作用。

常用的距离度量有闵可夫斯基距离，包括欧氏距离、曼哈顿距离、切比雪夫距离 

以及马哈拉诺比斯距离。常用的相似度度量有相关系数、夹角余弦。

用距离度量相似度时，距离越小表示样本越相似；用相关系数时，相关系数越大 

表示样本越相似。

3 .类是样本的子集，比如有如下基本定义：
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用G表示类或簇，用Xi，Xj等表示类中的样本，用di：j表示样本Xi与样本Xj之 

间的距离。如果对任意的如叼W G,有

dij W T

则称G为一个类或簇。

描述类的特征的指标有中心、直径、散布矩阵、协方差矩阵。

4 .聚类过程中用到类与类之间的距离也称为连接。类与类之间的距离包括最短距 

离、最长距离、中心距离、平均距离。

5 .层次聚类假设类别之间存在层次结构，将样本聚到层次化的类中。层次聚类又 

有聚合或自下而上、分裂或自上而下两种方法。

聚合聚类开始将每个样本各自分到一个类；之后将相距最近的两类合并，建立一 

个新的类，重复此操作直到满足停止条件；得到层次化的类别。分裂聚类开始将所有 

样本分到一个类；之后将已有类中相距最远的样本分到两个新的类，重复此操作直到 

满足停止条件；得到层次化的类别。

聚合聚类需要预先确定下面三个要素：

(1)距离或相似度；

(2)合并规则；

(3)停止条件。

根据这些概念的不同组合，就可以得到不同的聚类方法。

6 . k均值聚类是常用的聚类算法，有以下特点。基于划分的聚类方法；类别数k 
事先指定；以欧氏距离平方表示样本之间的距离或相似度，以中心或样本的均值表示 

类别；以样本和其所属类的中心之间的距离的总和为优化的目标函数；得到的类别是 

平坦的、非层次化的；算法是迭代算法，不能保证得到全局最优。

k均值聚类算法，首先选择k个类的中心，将样本分到与中心最近的类中，得到一 

个聚类结果；然后计算每个类的样本的均值，作为类的新的中心；重复以上步骤，直到 

收敛为止。

继续阅读

聚类的方法很多，各种方法的详细介绍可见文献［l,2］o层次化聚类的方法可见 

文献［2］, k均值聚类可见文献［3, 4］0 k均值聚类的扩展有X-means15］。其他常用的聚 

类方法还有基于混合分布的方法，如高斯混合模型与EM算法；基于密度的方法，如 

DBScan⑹；基于谱聚类的方法，如Normalized Cuts⑺。以上方法是对样本的聚类，也 

有对样本与属性同时聚类的方法，如Co-Chistering⑻。
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习 题

14.1 试写出分裂聚类算法，自上而下地对数据进行聚类，并给出其算法复 

杂度。

14.2 证明类或簇的四个定义中，第一个定义可推出其他三个定义.

14.3 证明式(14.21)成立，即k均值的可能解的个数是指数级的。

14.4 比较k均值聚类与高斯混合模型加EM算法的异同。
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第15章 奇异值分解

奇异值分解(singular value decomposition, SVD)是一种矩阵因子分解方法，是 

线性代数的概念，但在统计学习中被广泛使用，成为其重要工具。本书介绍的主成分 

分析、潜在语义分析都用到奇异值分解。

任意一个馆X 71矩阵，都可以表示为三个矩阵的乘积(因子分解)形式，分别是 

m阶正交矩阵、由降序排列的非负的对角线元素组成的mxn矩形对角矩阵和n阶 

正交矩阵，称为该矩阵的奇异值分解。矩阵的奇异值分解一定存在，但不唯一。奇异 

值分解可以看作是矩阵数据压缩的一种方法，即用因子分解的方式近似地表示原始矩 

阵，这种近似是在平方损失意义下的最优近似。

15.1节讲述矩阵奇异值分解的定义与基本定理，叙述奇异值分解的紧凑和截断形 

式、几何解释、主要性质；15.2节讲述奇异值分解的算法；15.3节论述奇异值分解是 

矩阵的一种最优近似方法。

15.1 奇异值分解的定义与性质

15.1.1 定义与定理

定义15.1 (奇异值分解) 矩阵的奇异值分解是指，将一个非零的mxn实矩阵 

4 A G Rmxn,表示为以下三个实矩阵乘积形式的运算①，即进行矩阵的因子分解：

(15.1)A = USVT

其中U是m阶正交矩阵(orthogonal matrix )，/是八阶正交矩阵，E是由降序排 

列的非负的对角线元素组成的mxn矩形对角矩阵(rectangular diagonal matrix ), 
满足

①奇异值分解可以更•般地定义在复数矩阵上，这里并不涉及。
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UUT = 1

WT = I

x = diag(0i"2,…)。p)
〉。2》p》0

p = min(m, n)

USVT称为矩阵A的奇异值分解(singular value decomposition, SVD ),内 称为矩阵 

A的奇异值(singular value ), U的列向量称为左奇异向量(left singular vector ), V 
的列向量称为右奇异向量(right singular vector )。

注意奇异值分解不要求矩阵/是方阵，事实上矩阵的奇异值分解可以看作是方 

阵的对角化的推广。

下面看一个奇异值分解的例子。

例15.1 给定一个5x4矩阵A

10 0 0

0 4

0 0

0 0

0 3A =

0 0

2 0

0 0

0 0

它的奇异值分解由三个矩阵的乘积UZVT给出，矩阵U, E, VT分别为

0 0 0 \/0?8

10 0 0

U = 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 -\/O2

4 0 0 0

0 3 0 0

0 0 \/5 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0

0
s =

VT

0 0 0 1

0 10 0

10 0 0

0 0 10

矩阵E是对角矩阵，对角线外的元素都是0,对角线上的元素非负，按降序排列。矩



15.1奇异值分解的定义与性质 273

阵U和/是正交矩阵，它们与各自的转置矩阵相乘是单位矩阵，即

UUT = I55 VVT = I4

矩阵的奇异值分解不是唯一的。在此例中如果选择U为

0 0 x/0?2 x/o?4 -\/o7

1 0 0 0 0

U = 0 1 0 0 0

0 0 0 \/o3

0 0 vO -aMT a/OJ

而E与V不变，那么USVT也是A的一个奇异值分解。 ■

任意给定一个实矩阵，其奇异值分解是否一定存在呢？答案是肯定的，下面的奇 

异值分解的基本定理给予保证。

定理15.1 （奇异值分解基本定理） 若A为一 mxn实矩阵，A G RmXn,则A 

的奇异值分解存在

A = UEVt (15.2)

其中。是恒阶正交矩阵，i是九阶正交矩阵，E是rnx九矩形对角矩阵，其对角线 

元素非负，且按降序排列。

证明 证明是构造性的，对给定的矩阵4构造出其奇异值分解的各个矩阵。为 

了方便,不妨假设馆》九，如果加〈九证明仍然成立。证明由三步完成。①

（1）确定/和E

首先构造n阶正交实矩阵卜和m x九矩形对角实矩阵E。

矩阵4是机x口实矩阵，则矩阵4r4是n阶实对称矩阵。因而AtA的特征值都 

是实数，并且存在一个九阶正交实矩阵/实现/T4的对角化，使得VT（ATA） V = A 

成立，其中 人 是九阶对角矩阵，其对角线元素由AL4的特征值组成。

而且，ATA的特征值都是非负的。事实上，令人是4丁4的一个特征值，1是对 

应的特征向量，则

|| =xtAtAx = XxTx = A||j:||2

于是
||力训2

(15.3)

①线性代数的基本知识可参见本章的参考文献。
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可以假设正交矩阵V的列的排列使得对应的特征值形成降序排列

》入2》入九20

计算特征值的平方根(实际就是矩阵4的奇异值)

aj = )• = 12・一

设矩阵A的秩是r, rank(4) = r,则矩阵ATA的秩也是r。由于AT4是对称矩阵,

它的秩等于正的特征值的个数，所以

入7+1 =Ar+2 =…=% = 0 (15.4)

对应地有

令

%+1 =/+2 =…=。 (15.5)

V1 = 1^1 "2 … 引 ^2 — %+1 %+2 …〃九]

r > 0, n — 0

其中以,-• ,%为4T/的正特征值对应的特征向量，为0特征值对应的 

特征向量，则

V = [V1 同 (15.6)

这就是矩阵A的奇异值分解中的n阶正交矩阵Vo
令

冽=
02

。7

则Ei是一个『阶对角矩阵，其对角线元素为按降序排列的正的。i,-・于是 

mxn矩形对角矩阵E可以表为

A 0
S =

0 0
(15.7)

这就是矩阵A的奇异值分解中的加x n矩形对角矩阵2。

卜面推出后面要用到的一个公式。在式(15.6)中，V2的列向量是ATa对应于特
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征值为0的特征向量。因此

A1-Avj = 0, j = r + (15.8)

于是，V2的列向量构成了 ATA的零空间N^A),而AT(AtA) = N(/)。所以修的 

列向量构成4的零空间的一组标准正交基。因此，

AV2 = 0 (15.9)

由于V是正交矩阵，由式(15.6)可得

I = VVT = V1V1T + V2V^ (15.10)

A = AI = 4Vly1T + AV2V^ = A% V1T (15.11)

(2)确定U

接着构造m阶正交实矩阵Uo

令

Uj = —43 = 1,2,…，r (15.12)
%

Ui = [ui U2 …ur] (15.13)

则有

AVi = Ui% (15.14)

Ur的列向量构成了一组标准正交集，因为

=5ij, ，= 12 …产；J = 1,2, • • • ,r (15.15)

由式(15.12)和式(15.15)可知，的,如构成4的列空间的一组标准正交基, 

列空间的维数为『。如果将A看成是从Rn到Rm的线性变换，则A的列空间和A 

的值域R(4)是相同的。因此火"2,・・・也是R(a)的一组标准正交基。
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若R(A尸表示R(4)的正交补，则有R(4)的维数为r, R(4户的维数为6- 
两者的维数之和等于m。而且有尺(4尸=N(At)成立。①

令｛“+1,%+2,…山小｝为N(AT)的一组标准正交基，并令

。2 =[〃『+1 "r+2 , "m]

u = M u2] (15.16)

则的逸2,,・一〃m构成了 Rm的一组标准正交基。因此，。是以阶正交矩阵，这就是 

矩阵A的奇异值分解中的小阶正交矩阵。

(3)证明 USVT = A

由式(15.6)、式(15.7)、式(15.11)、式(15.14)和式(15.16)得

t % 0USVT = [Ui u2]

[0 0

=U1E1V1T

=4匕匕1

匕T
疗

=A (15.17)

至此证明了矩阵A存在奇异值分解。

15.1.2 紧奇异值分解与截断奇异值分解

定理15.1给出的奇异值分解

A = USVT

又称为矩阵的完全奇异值分解(full singular value decomposition) o实际常用的是奇 

异值分解的紧凑形式和截断形式。紧奇异值分解是与原始矩阵等秩的奇异值分解，截 

断奇异值分解是比原始矩阵低秩的奇异值分解。

1.紧奇异值分解

定义15.2 设有m x n实矩阵A,其秩为rank(A)=,，r ( min(m,n),则称 

UrSrV^ 为？1 的紧奇异值分解(compact singular value decomposition ),即

①参照附录D。
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A = UrSrV^ (15.18)

其中是馆x r矩阵，匕是n x /矩阵，£厂是r阶对角矩阵；矩阵Ur由完全奇异

值分解中U的前r列、矩阵匕由卜的前T列、矩阵由E的前 

得到。紧奇异值分解的对角矩阵的秩与原始矩阵4的秩相等。

个对角线元素

例15.2由例15.1给出的矩阵4的秩r = 3,

1 0 0 0

A =

A的紧奇异值分解是

其中

0 0 \/0^2

Ur =

1 0 0

0
0

0
2

0
3
0
0

0
0
0
0

A = UrSrV^

4 0 0
0 1 0 Sr = 0 3
0 0 0 0 0

4
0
0
0

0
0
0
1

0 0 1
1 0 0
0 0 0

0 0 %/0?8

2.截断奇异值分解

在矩阵的奇异值分解中，只取最大的k个奇异值（A: < r,r为矩阵的秩）对应的 

部分，就得到矩阵的截断奇异值分解。实际应用中提到矩阵的奇异值分解时，通常指 

截断奇异值分解。

定义15.3 设4为m x n实矩阵，其秩rank(4) = r,且0 < k <则称 

Uk^kVk 为矩阵 人 的截断奇异值分解(truncated singular value decomposition )

A x UkSkV^ (15.19)

其中〃是加xk矩阵，队是九xk矩阵，是k阶对角矩阵；矩阵"由完全奇异
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值分解中U的前k列、矩阵吸由/的前k列、矩阵Ek由E的前k个对角线元素 

得到。对角矩阵的秩比原始矩阵力的秩低。

例15.3由例15.1所给出的矩阵A

1 0 0 0

0 4

0 0

0 0

0 3A =

0 0

2 0

0 0

0 0

的秩为3,若取k = 2则其截断奇异值分解是

A A2 — U2S2V2

其中

U2 =

0 0

1 0

0 1

0 0

0 0

4 0 0 0

0 1

0 1

0 0
)£2 =

0 3

人2 — U2S2V2 —

0 0 0 0

0 0 0 4

0 3 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

这里的。2, v2是例15.1的U和『的前2歹U，&是E的前2行前2歹U。42与％比 

较，A的元素1和2在A2中均变成0o ■

在实际应用中，常常需要对矩阵的数据进行压缩，将其近似表示，奇异值分解提 

供了一种方法。后面将要叙述，奇异值分解是在平方损失（弗罗贝尼乌斯范数）意义 

下对矩阵的最优近似。紧奇异值分解对应着无损压缩，截断奇异值分解对应着有损 

压缩。
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15.1.3几何解释

从线性变换的角度理解奇异值分解，加x九矩阵4表示从71维空间R"到m维 

空间Rm的一个线性变换，

T :比—Ax

X G Rn, Ax G Rm, /和Ax分别是各自空间的向量。线性变换可以分解为三个简单 

的变换：一个坐标系的旋转或反射变换、一个坐标轴的缩放变换、另一个坐标系的旋 

转或反射变换。奇异值定理保证这种分解一定存在。这就是奇异值分解的几何解释。

对矩阵A进行奇异值分解，得到A = UUVT, V和。都是正交矩阵，所以V的 

列向量”1,2,•…，加构成R"空间的一组标准正交基，表示R九中的正交坐标系的 

旋转或反射变换；U的列向量构成Ra空间的一组标准正交基，表示 

Rm中的正交坐标系的旋转或反射变换；£的对角元素是一组非负实 

数，表示R"中的原始正交坐标系坐标轴的曾兀倍的缩放变换。

任意一个向量7 e Rn,经过基于A = USVT的线性变换，等价于经过坐标系 

的旋转或反射变换坐标轴的缩放变换E,以及坐标系的旋转或反射变换U,得 

到向量Ax e Rmo图15.1给出直观的几何解释（见文前彩图）。原始空间的标准正交 

基（红色与黄色），经过坐标系的旋转变换VT、坐标轴的缩放变换E （黑色内,。2）、 

坐标系的旋转变换U,得到和经过线性变换A等价的结果。

图15.1 奇异值分解的几何解释（见彩图）

下面通过一个例子直观地说明奇异值分解的几何意义。 

例15.4给定一个2阶矩阵

A =
3 1

2 1



280 第15章奇异值分解

其奇异值分解为

0.8174 -0.5760
一

3.8643 0
■B

0.9327 0.3606
u=

0.5760 0.8174
U =

0 0.2588 -0.3606 0.9327

观察基于矩阵A的奇异值分解将R2的标准正交基

1
61 =

0
0

〉e2 =
1

进行线性转换的情况。

首先，/T表示一个旋转变换，将标准正交基ei，e2旋转，得到向量/Te2：

VTei =
0.9327

-0.3606
0.3606
0.9327

其次，E表示一个缩放变换，将向量VTe2在坐标轴方向缩放。1倍和。2 
倍,得到向量ZVTq, ^e2：

UVTe1 =
3.6042

-0.0933
UVTe2 =

1.3935
0.2414

最后，U表示一个旋转变换，再将向量£/鹿1，J7VTe2旋转，得到向量

USVTe19也就是向量Aei和

3 1
Aei = UE/Tq = ，力为=USVTe2

2 1

综上，矩阵的奇异值分解也可以看作是将其对应的线性变换分解为旋转变换、缩

放变换及旋转变换的组合。根据定理15.1,这个变换的组合一定存在。 ■

15.1.4主要性质

(1)设矩阵A的奇异值分解为A = UZVT,则以下关系成立：

AtA = (UZVT)T(UZVT) = V(Z't2?)Vt (15.20)

AAt = (C/Z,VT)(t/Z,VT)T = U(E2T)UT (15.21)
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也就是说，矩阵A'4和44T的特征分解存在，且可以由矩阵A的奇异值分解 

的矩阵表示。V的列向量是/T4的特征向量，U的列向量是4A1的特征向量，X的 

奇异值是和XAT的特征值的平方根。

(2)在矩阵4的奇异值分解中，奇异值、左奇异向量和右奇异向量之间存在对应 

关系。

由a = usvT易知

AV = US

比较这一等式两端的第4歹U,得到

Avj = o科j, j = 1, 2, • • • ,n (15.22)

这是矩阵A的右奇异向量和奇异值、左奇异向量的关系。

类似地，由

A^U = VEt

得到

A^Uj = crjVj, j = 1,2, ■ ,n (15.23)

ATUj = 0, j = n + 1, n + 2, • • • ,m (15.24)

这是矩阵/的左奇异向量和奇异值、右奇异向量的关系。

(3)矩阵A的奇异值分解中，奇异值(Ti,(T2, • • • ,CTn是唯一的，而矩阵。和1/不 

是唯一的。

(4)矩阵A和E的秩相等，等于正奇异值内的个数/(包含重复的奇异值)。

(5)矩阵4的r个右奇异向量力,功,…，如构成AT的值域A(AT)的一组标准 

正交基。因为矩阵AT是从R-映射到Rn的线性变换，则AT的值域R(At)和AT 
的列空间是相同的，力，5■是4T的一组标准正交基，因而也是A(AT)的一组 

标准正交基。①

矩阵4的九一 r个右奇异向量…构成A的零空间N(A)的一组 

标准正交基。

矩阵A的『个左奇异向量的,如,一,，%构成值域H(4)的一组标准正交基。

矩阵A的m - r个左奇异向量Ur+i,Ur+2, ■ • ■ , Wm构成的零空间N(/T)的 

一组标准正交基。

①参照附录D。
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15.2奇异值分解的计算

奇异值分解基本定理证明的过程蕴含了奇异值分解的计算方法。矩阵4的奇异 

值分解可以通过求对称矩阵的特征值和特征向量得到。4r/的特征向量构成正 

交矩阵卜的列；的特征值”的平方根为奇异值内,即

% = V%"， / = 1)2, •一山

对其由大到小排列作为对角线元素，构成对角矩阵E;求正奇异值对应的左奇异向 

量，再求扩充的AT的标准正交基，构成正交矩阵U的列。从而得到A的奇异值分解 

a = uevtq

给定巾X也矩阵A,可以按照上面的叙述写出矩阵奇异值分解的计算过程。

(1)首先求/T4的特征值和特征向量。

计算对称矩阵w = ATAo

求解特征方程

[W — XI)x = 0

得到特征值%,并将特征值由大到小排列

将特征值% (〃 = 1,2,…E)代入特征方程求得对应的特征向量。

(2)求九阶正交矩阵/

将特征向量单位化，得到单位特征向量。，加，构成九阶正交矩阵口

V = 功… %

(3)求mxri对角矩阵£

计算A的奇异值

Oi = V%"） " 1,2,…，72

构造馆x九矩形对角矩阵E,主对角线元素是奇异值，其余元素是零,

E = diag（oi,C2,・, ♦曾九）
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（4）求m阶正交矩阵U

对4的前r个正奇异值，令

Uj = —Avj, J = 12 …4

得到

U1 = [ U2 …ur ]

求AT的零空间的一组标准正交基｛%+，6+2,…速m｝，令

。2 — [ U,+1 %+2 …Um ]

并令

（5）得到奇异值分解

U = [ U1 u2 ]

A = UUVT

下面通过一个简单的例题，说明奇异值分解的算法。 

例15・5试求矩阵

1 1
A= 2 2

0 0

的奇异值分解。

解（1）求矩阵4TA的特征值和特征向量

求对称矩阵ATA

AtA =

特征值A和特征向量I满足特征方程

得到齐次线性方程组

1 2 0
1 2 0

1 1
2 2
0 0

(AtA - = 0

5 5
5 5
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I (5 — A)/ i+ 5/2 = 0
1 5/1+ (5 —1)政=0

该方程组有非零解的充要条件是

5-A 5 =0
5 5-A

即

A2 - 10A = 0

解此方程，得矩阵4TA的特征值尢=10和入2 = 0。

将特征值Ai = 10代入线性方程组，得到对应的单位特征向量

1

0

1

3

IX

同样得到特征值刖=0对应的单位特征向量 

- 1

92= ]
一 F

(2)求正交矩阵/

构造正交矩阵V

v =

(3)求对角矩阵E
奇异值为口=和02 = 0。构造对角矩阵

yio o
E = 0 0

0 0

-

注意在E中要加上零行向量，使得E能够与U, V进行矩阵乘法运算。
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（4）求正交矩阵U

基于4的正奇异值计算得到列向量的

1 1 r 1 I
「1 
羽

U1 = —Avx = -Uo-i VTo 2 2
V2 

1
— 2 

羽0 0 .. 0

列向量〃2, &3是的零空间N（AT）的一组标准正交基。为此，求解以下线性

方程组

1 2 0
1 2 0

0
0

23

即

为 + 2X2 + 023 = 0

= -2力2 + 0/3

分别取（%g）为（1,0）和（0,1），得至（J N（4T）的基

(―2J0)T, (0,0 J/1

N（4T）的一组标准正交基是

/ 2 1
"2=( 一逅逅°

T
，〃3 = (0,0,l)T

构造正交矩阵U
1 
/

2 
羽

0

U =

2
一再

1
羽

0

0

0

1

（5）矩阵a的奇异值分解

A = USVT

1

2
萨

0

2
飞

1
羽

0

\/100

0 0
0
0

1 ]

1

-1

1
-V20 01
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上面的算法和例题只是为了说明计算的过程，并不是实际应用中的算法。可以看 

出，奇异值分解算法关键在于4TA的特征值的计算。实际应用的奇异值分解算法是 

通过求4TA的特征值进行，但不直接计算4T力。按照这个思路产生了许多矩阵奇异 

值分解的有效算法，这里不予介绍，读者可以参考文献[3, 4]o

15.3奇异值分解与矩阵近似

15.3.1 弗罗贝尼乌斯范数

奇异值分解也是一种矩阵近似的方法，这个近似是在弗罗贝尼乌斯范数(Frobenius 
norm)意义下的近似。矩阵的弗罗贝尼乌斯范数是向量的L2范数的直接推广，对应 

着机器学习中的平方损失函数。

定义15・4 (弗罗贝尼乌斯范数) 设矩阵A G Rmxn, A = [a^]mxn,定义矩阵A 

的弗罗贝尼乌斯范数为
1

/ m n \ 2
回尸=EE(^)2 (15.25)

V=i j=i /

引理15・1 设矩阵A G Rmxn, A的奇异值分解为UE/T,其中E = diag(ai, 
叫…，。九)，贝4

IMII 尸=(" + 矍 + …+ 其” (15.26)

证明一般地，若Q是加阶正交矩阵，则有

\\QA\\f = Mil 尸 (15.27)

因为

WQ^Wf = ||(Qai,Qa2,--- ,Qan)\\F
n n

=£ IIQ。/同=£ \\ai\\2 = MIIf 
i=l i=l

同样，若p是九阶正交矩阵，则有

\\APt\\f = \\A\\f (15.28)
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故

即

\\a\\f = \\usvt\\f = \\u\\f (15.29)

II川If = (^i +登+…+琮” (15.30)

15.3.2 矩阵的最优近似

奇异值分解是在平方损失(弗罗贝尼乌斯范数)意义下对矩阵的最优近似，即数 

据压缩。

定理15・2 设矩阵A e Rmxn,矩阵的秩rank(A) = r,并设 M 为Rmxn中所 

有秩不超过k的矩阵集合，0<k<r,则存在一个秩为k的矩阵X SM,使得

=min
SSM

4 —S* (15.31)

称矩阵X为矩阵A在弗罗贝尼乌斯范数意义下的最优近似。

本书不证明这一定理，将应用这个结果，通过矩阵/的奇异值分解求出近似矩阵X。

定理15・3 设矩阵A G Rmxn,矩阵的秩rank(A) = r,有奇异值分解A = 

UXVT,并设m为Rmxn中所有秩不超过k的矩阵的集合，0 < /c < r,若秩为k的 

矩阵X SM满足

M — x|| 尸 =min
seM

(15.32)4 _ S\\f

则

||4 一 X\\F =(蟾+i + 决+2 ----------蟾" (15.33)

特别地，若A = 其中

0

灯=
0

0
0

o
0 0
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则

M - ^\\f =(嵋+1 + &2 + …+ oQ = min II A - S||尸 

SEM

证明 令XgM为满足式(15.32)的一个矩阵。由于

(15.34)

M —x||尸 <||/一刈 1+
2
k 2+

 

2
f
e
 

+
1
-
2 (15.35)

M 一 X"?(况+1 +决+2 T---------卜嵋)5

于是式（15.33）成立。

设X的奇异值分解为其中

o= 3k

若令矩阵B = QtAP9则A = QBPt.由此得到

Qk 0

0 0

H - X” = \\Q(B -ePC尸= \\B - 0| (15.36)

用。分块方法对B分块

Bn B12
13 =

为1月22

其中Bn是k x k子矩阵，B12是k x (n —卜)子矩阵，B2i是(m - k) x k子矩阵，B22 

是(m —k) x S —k)子矩阵。可得

\\A-X\\i = \\B-Q\\^

=I田11 一⑷1+ \\B12\\l + |田21 底 + — (15.37)

F面证明

必

o

+ +

0

0

0

F
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现证812 = 0, B21 = 0o用反证法。若 % ? 0,令

Y = Q
Bn 812

0 0
pT

则y wm,且

IM - y 陈=I田21 味 + I田22 陈 < M - X 底 (15.38)

这与X的定义式(15.35)矛盾，证明了 B12 = 0。同样可证B21 = 0o于是

M —X膝=|田11 一以自+ |田22作 (15.39)

再证B11 = <4。为此令

Z = Q
Bn

0
0
0

Ft

则Z e M,且

M - Z|K = I因22陈 ( 101 — 01，+ |田221=IM - X|伊 (15.40)

由式(15.35)知，|田ii - 0膝=0,即 Bn = 0。

最后看B22o若— — 子矩阵B22有奇异值分解UM%、则

m - X* = |田22II尸=Mil尸 (15.41)

证明A的对角线元素为A的奇异值。为此，令

TT h 0 h 0
U2 = , V2 =

0 Ui J [ 0 %

其中“是k阶单位矩阵，U2, V2的分块与B的分块一致。注意到B及B22的奇异 

值分解，即得

T T Z 0

U^QtAPV2 = (15.42)
0 A
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ilk 0 十

A = (QU2) (F^)t (15.43)
0 A

由此可知A的对角线元素为A的奇异值。故有

M — x\\f = MIIf》(蟾+i + 决+2 T-----卜 一” (15.44)

于是证明了

1
M - X* =(琮+i + 琮+2 ■1------M —川山 ■

定理15.3表明，在秩不超过k的mx几矩阵的集合中，存在矩阵人的弗罗贝尼 

乌斯范数意义下的最优近似矩阵X。4 = UU'V^是达到最优值的一个矩阵。

前面定义了矩阵的紧奇异值分解与截断奇异值分解。事实上紧奇异值分解是在弗 

罗贝尼乌斯范数意义下的无损压缩，截断奇异值分解是有损压缩。截断奇异值分解得 

到的矩阵的秩为鼠通常远小于原始矩阵的秩”所以是由低秩矩阵实现了对原始矩阵 

的压缩。

15.3.3 矩阵的外积展开式

下面介绍利用外积展开式对矩阵力的近似。矩阵力的奇异值分解UEVT也可以 

由外积形式表示。事实上，若将A的奇异值分解看成矩阵UE和VT的乘积，将US 

按列向量分块，将按行向量分块，即得

US = (T11Z1 。2a2 …0nUn

裙

T V2
VT =

则

A = 01〃10手 + O2U2V2 "1---------- H <^nUnVn (15.45)

式(15.45)称为矩阵/的外积展开式，其中为m x n矩阵，是列向量以和行 

向量喈的外积，其第i行第j列元素为uk的第i个元素与吠的第j个元素的乘
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积。即

Un

“mi

Uli% 一♦

乜2/1/ “20% 

■
■

T

A的外积展开式也可以写成下面的形式

n n
A =〉: 4k =)： 0k〃破£ (15.46)

k=l k=l

其中Ak = akukv1是mxn矩阵。式(15.46)将矩阵A分解为矩阵的有序加权和。

由矩阵A的外积展开式知，若A的秩为ri,则

A = aiuiv^ +(T2U2V2 H------- F(jnunv^ (15.47)

设矩阵

An-i =+ ♦・• + an-1un-1v^_1

则4-1的秩为九-1,并且4-1是秩为n - 1矩阵在弗罗贝尼乌斯范数意义下A的 

最优近似矩阵。

类似地，设矩阵

2 =疗 +。2〃2 以 + …+ an-2un-2v^_2

则An-2的秩为九-2,并且4-2 是秩为n-2矩阵中在弗罗贝尼乌斯范数意义下A

的最优近似矩阵。以此类推。一般地，设矩阵

4 T T T
+ a2u2v2 H------- F(TkUkVk

则Afc的秩为k,并且Ak是秩为k的矩阵中在弗罗贝尼乌斯范数意义下A的最优近 

似矩阵。矩阵Ak就是A的截断奇异值分解。

由于通常奇异值外递减很快，所以k取很小值时，Ak也可以对4有很好的近似。
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例15.6由例15.1给出的矩阵

A =

10 0 0
0 0 0 4
0 3 0 0
0 0 0 0
2 0 0 0

的秩为3,求4的秩为2的最优近似。

解由例15.3可知

0
1

= 0 ,
0
0

U2 =

0
0
1
0
0

0
0

=
0
1

0
1

V2 =
0
0

= 4, 。2 = 3

于是得到

0 0 0 0
0 0 0 4

A T T
4 2 =+。2〃2。2 — 0 3 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

以此矩阵作为A的最优近似。

本章概要

1 .矩阵的奇异值分解是指将mxn实矩阵A表示为以下三个实矩阵乘积形式的 

运算

A = USVT
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其中。是馆阶正交矩阵，了是九阶正交矩阵，E是mx"矩形对角矩阵

S = diag((ri, cr2, • • • , ^p), P = min{m,n}

其对角线元素非负，且满足

p》0

2 .任意给定一个实矩阵，其奇异值分解一定存在，但并不唯一。

3 .奇异值分解包括紧奇异值分解和截断奇异值分解。紧奇异值分解是与原始矩阵 

等秩的奇异值分解，截断奇异值分解是比原始矩阵低秩的奇异值分解。

4 .奇异值分解有明确的几何解释。奇异值分解对应三个连续的线性变换：一个旋 

转变换，一个缩放变换和另一个旋转变换。第一个和第三个旋转变换分别基于空间的 

标准正交基进行。

5 .设矩阵A的奇异值分解为A = USVT,则有

A^A = V(Z'TJ?)VT

AAt = U(E2t)UT

即对称矩阵ATA和4/t的特征分解可以由矩阵A的奇异值分解矩阵表示。

6 .矩阵4的奇异值分解可以通过求矩阵AT/的特征值和特征向量得到：AtA 

的特征向量构成正交矩阵V的列；从44T的特征值”的平方根得到奇异值内，即

Oj = aA7， ，= 1，2, •一，九

对其由大到小排列，作为对角线元素，构成对角矩阵E;求正奇异值对应的左奇异向 

量，再求扩充的的标准正交基，构成正交矩阵U的列。

7 .矩阵/ = [%晨*九的弗罗贝尼乌斯范数定义为

1
/ m n \ 2

\i=lj=l /

在秩不超过k的mX九矩阵的集合中，存在矩阵A的弗罗贝尼乌斯范数意义下的最 

优近似矩阵X。秩为k的截断奇异值分解得到的矩阵4人能够达到这个最优值。奇异 

值分解是弗罗贝尼乌斯范数意义下，也就是平方损失意义下的矩阵最优近似。
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8 .任意一个实矩阵A可以由其外积展开式表示

A = +(T2U2V2 ------- H(Jnunv^

其中UkV1为mxn矩阵，是列向量融和行向量砧的外积，(Tfc为奇异值，电,砧，及 

通过矩阵A的奇异值分解得到。

继续阅读

要进一步了解奇异值分解及相关内容可以参考线性代数教材，例如文献［1,2］,也 

可以观看网上公开课程，例如“MIT 18.06SC Linear Algebra",文献［2］为其教科书。 

在计算机上奇异值分解通常用数值计算方法进行，奇异值分解的数值计算方法，可参 

阅文献［3, 4］o本章介绍的奇异值分解是定义在矩阵上的，奇异值分解可以扩展到张 

量(tensor),有两种不同的定义，张量奇异值分解详见文献［5］0

习 题

15.1试求矩阵

12 0 
A =

2 0 2

的奇异值分解。

15.2试求矩阵

2 4

1 3 
A =

0 0

0 0

的奇异值分解并写出其外积展开式.

15.3 比较矩阵的奇异值分解与对称矩阵的对角化的异同。

15.4 证明任何一个秩为1的矩阵可写成两个向量的外积形式，并给出实例。

15.5 搜索中的点击数据记录用户搜索时提交的查询语句，点击的网页URL,以 

及点击的次数，构成一个二部图，其中一个结点集合｛仇｝表示查询，另一个结点集合 

｛出｝表示URL,边表示点击关系，边上的权重表示点击次数。图15.2是一个简化的
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点击数据例。点击数据可以由矩阵表示，试对该矩阵进行奇异值分解，并解释得到的 

三个矩阵所表示的内容。

图15.2 搜索点击数据例

参考文献

[1] Leon S J. Linear algebra with applications. Pearson,2009.(中译本：线性代数.张文博， 

张丽静译.北京：机械工业出版社，2007.).
[2] Strang G. Introduction to linear algebra. Fourth Edition. Wellesley-Cambridge Press, 

2009.
[3] Cline A K. Dhillon I S. Computation of the singular value decomposition, Handbook 

of linear algebra. CRC Press, 2006.
[4]徐树方.矩阵计算的理论与方法.北京：北京大学出版社，1995.
[5] Kolda T G, Bader B W. Tensor decompositions and applications. SIAM Review, 2009, 

51(3): 455-500.





第16章主成分分析

主成分分析（principal component analysis, PCA）是一种常用的无监督学习方 

法，这一方法利用正交变换把由线性相关变量表示的观测数据转换为少数几个由线性 

无关变量表示的数据，线性无关的变量称为主成分。主成分的个数通常小于原始变量 

的个数，所以主成分分析属于降维方法。主成分分析主要用于发现数据中的基本结构, 

即数据中变量之间的关系，是数据分析的有力工具，也用于其他机器学习方法的前处 

理。主成分分析属于多元统计分析的经典方法，首先由Pearson于1901年提出，但只 

是针对非随机变量，1933年由Hotelling推广到随机变量。

本章16.1节介绍主成分分析的基本想法，叙述总体主成分分析的定义、定理与性 

质。16.2节介绍样本主成分分析的概念，重点叙述主成分分析的算法，包括协方差矩 

阵的特征值分解方法和数据矩阵的奇异值分解方法。

16.1 总体主成分分析

16.1.1 基本想法

统计分析中，数据的变量之间可能存在相关性，以致增加了分析的难度。于是，考 

虑由少数不相关的变量来代替相关的变量，用来表示数据，并且要求能够保留数据中 

的大部分信息。

主成分分析中，首先对给定数据进行规范化，使得数据每一变量的平均值为0,方 

差为lo之后对数据进行正交变换，原来由线性相关变量表示的数据，通过正交变换变 

成由若干个线性无关的新变量表示的数据。新变量是可能的正交变换中变量的方差的 

和（信息保存）最大的，方差表示在新变量上信息的大小。将新变量依次称为第一主 

成分、第二主成分等。这就是主成分分析的基本思想。通过主成分分析，可以利用主 

成分近似地表示原始数据，这可理解为发现数据的“基本结构”；也可以把数据由少 

数主成分表示，这可理解为对数据降维。

下面给出主成分分析的直观解释。数据集合中的样本由实数空间（正交坐标系）
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中的点表示，空间的一个坐标轴表示一个变量，规范化处理后得到的数据分布在原点 

附近。对原坐标系中的数据进行主成分分析等价于进行坐标系旋转变换，将数据投影 

到新坐标系的坐标轴上；新坐标系的第一坐标轴、第二坐标轴等分别表示第一主成分、 

第二主成分等，数据在每一轴上的坐标值的平方表示相应变量的方差；并且，这个坐 

标系是在所有可能的新的坐标系中，坐标轴上的方差的和最大的。

例如，数据由两个变量21和数表示，存在于二维空间中，每个点表示一个样本, 

如图16.1(a)所示。对数据已做规范化处理，可以看出，这些数据分布在以原点为中心 

的左下至右上倾斜的椭圆之内。很明显在这个数据中的变量的和©是线性相关的, 

具体地，当知道其中一个变量的的取值时，对另一个变量数的预测不是完全随机的; 

反之亦然。

主成分分析对数据进行正交变换，具体地，对原坐标系进行旋转变换，并将数据 

在新坐标系表示，如图16.1(b)所示。数据在原坐标系由变量的和/2表示，通过正 

交变换后，在新坐标系里，由变量见和外表示。主成分分析选择方差最大的方向(第 

一主成分)作为新坐标系的第一坐标轴，即勿轴，在这里意味着选择椭圆的长轴作为 

新坐标系的第一坐标轴；之后选择与第一坐标轴正交，且方差次之的方向(第二主成 

分)作为新坐标系的第二坐标轴，即V2轴，在这里意味着选择椭圆的短轴作为新坐标 

系的第二坐标轴。在新坐标系里，数据中的变量阴和？Z2是线性无关的，当知道其中 

一个变量明的取值时，对另一个变量少的预测是完全随机的；反之亦然.如果主成 

分分析只取第一主成分，即新坐标系的网轴，那么等价于将数据投影在椭圆长轴上, 

用这个主轴表示数据，将二维空间的数据压缩到一维空间中。

图16.1 主成分分析的示例

下面再看方差最大的解释。假设有两个变量叼和央，三个样本点/、B、C,样 

本分布在由的和22轴组成的坐标系中，如图16.2所示。对坐标系进行旋转变换，得
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到新的坐标轴见，表示新的变量即。样本点4、B、C在山轴上投影，得到见轴的 

坐标值C'o坐标值的平方和042 + 092 + os 表示样本在变量yi上的方 

差和。主成分分析旨在选取正交变换中方差最大的变量，作为第一主成分，也就是旋 

转变换中坐标值的平方和最大的轴。注意到旋转变换中样本点到原点的距离的平方和 

OA2 + OB2 + OC2保持不变，根据勾股定理，坐标值的平方和ON? + ob，2+oc，2 

最大等价于样本点到阴轴的距离的平方和AA/2 + BB/2 + CC'2最小。所以，等价地, 

主成分分析在旋转变换中选取离样本点的距离平方和最小的轴，作为第一主成分。第 

二主成分等的选取，在保证与已选坐标轴正交的条件下，类似地进行。

在数据总体(population)上进行的主成分分析称为总体主成分分析，在有限样本 

上进行的主成分分析称为样本主成分分析，前者是后者的基础。以下分别予以介绍。

16.1.2 定义和导出

假设X =(力1逆2)…出m)T是小维随机变量，其均值向量是M

M =石(力)=(M1 ? * * * 5 Nm),

协方差矩阵是E
S = cov(x, X)= E[{x — — /i)T]

考虑由小维随机变量x到m维随机变量y = (yi)y2「♦ ♦的线性变换

Tyi = 冗=+ •一+ (16.1)

其中 aj = 31 订。2订♦ ♦ ,,。山£)，，= 1,2「・•，772。
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由随机变量的性质可知,

E(仍)=邸生 i = l,2)…)m (16.2)

var(%z = 1,2, • • • ,m (16.3)

cov(%，%)=Sa j, i = 1,2,・・•j = l,2,-・(16.4)

下面给出总体主成分的定义。

定义16.1 (总体主成分) 给定一个如式(16.1)所示的线性变换，如果它们满足 

下列条件：

(1 )系数向量W是单位向量，即W& = 1，，= 1)2).・ ・，772；

(2 )变量yi与yj互不相关，即COV(防，%)=0(，*>)；

(3)变量%是a的所有线性变换中方差最大的；y2是与yi不相关的x的所有 

线性变换中方差最大的；一般地，yi是与阴42,…，%-1 (，= 1,2,・-，小)都不相关 

的X的所有线性变换中方差最大的；这时分别称及为X的第一主成分、 

第二主成分、♦ ♦.、第7n主成分。

定义中的条件(1)表明线性变换是正交变换,明,02, •…，。771是其一组标准正交基,

T [ 1, 
% % = < 

[o,

条件(2) (3)给出了一个求主成分的方法：第一步，在力的所有线性变换

m 
a：/ =

2 = 1

中，在afai = 1条件下，求方差最大的，得到比的第一主成分；第二步，在与afi 

不相关的力的所有线性变换
m

a2冗=):口,2啰£

i=l

中，在相9=1条件下，求方差最大的，得到①的第二主成分；第k步，在与 

W叫吗叫…，al_±x不相关的x的所有线性变换

m
a泳名。

i=l

中，在o^ak = 1条件下，求方差最大的，得至IJ宓的第k主成分；如此继续下去，直到 

得到。的第机主成分。
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16.1.3 主要性质

首先叙述一个关于总体主成分的定理。这一定理阐述了总体主成分与协方差矩阵 

的特征值和特征向量的关系，同时给出了一个求主成分的方法。

定理16.1 设名是加维随机变量，E是宓的协方差矩阵，E的特征值分别是 

尢》》…2nn》0,特征值对应的单位特征向量分别是…，Qzn,则力的 

第k主成分是

yk = o^x = alkxr + a2k^2 + • .・ + k = 1,2「・・,m (16.5)

⑦的第k主成分的方差是

var(%) = o^Sak = Afc, k = 1)2)・♦ ♦ ,m (16.6)

即协方差矩阵E的第k个特征值。①

证明 采用拉格朗日乘子法求出主成分。

首先求x的第一主成分ni = a1x,即求系数向量ceio由定义16.1知，第一主成 

分的即是在afai = 1条件下，"的所有线性变换中使方差

var(ce^x) = a^Uai

达到最大的。

求第一主成分就是求解约束最优化问题：

max o^Uai (16.7)
a]

S.t. Q] Q] — 1

定义拉格朗日函数

— — 1)

其中人是拉格朗日乘子。将拉格朗日函数对明求导，并令其为0,得

— Aq1 — 0

①若特征值有重根，对应的特征向量组成小维空间Rm的一个子空间，子空间的维数等于重根数, 
在子空间任取•个正交坐标系，这个坐标系的单位向量就可作为特征向量。这时坐标系的取法不唯一。
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因此，入是E的特征值，因是对应的单位特征向量。于是，目标函数

Aa± = = A

假设因是E的最大特征值尢对应的单位特征向量，显然因与尢是最优化问 

题的解①。所以，a^x构成第一主成分，其方差等于协方差矩阵的最大特征值

var(Q：⑦)=Sai — Ai (16.8)

接着求X的第二主成分1/2 = ag比。第二主成分的&2是在福％2 = 1，且0^2 x与 

o^x不相关的条件下，①的所有线性变换中使方差

var(ajx)二吗口功

达到最大的。

求第二主成分需要求解约束最优化问题

o^Sa2max
OL2

(16.9)

s.t. afEQ2 = 0, aj 27ai = 0

0^2 0^2 — 1

注意到

以及

r~r"> [ ryi 〔 rpi rjri rji
a j E&2 = M Eai = =入 % =Xia j 为

若为=0, = 0

定义拉格朗日函数

a：Ea2一_ 1) - 0amQi

其中M。是拉格朗日乘子。对的求导，并令其为0,得

2 J7qj2 — 2 人 a? — 0al = 0 (16.10)

将方程左乘以研'有

- 2Aaf CE2 _ = 0

①为了叙述方便，这里将变量和其最优值用同一符号表示。
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此式前两项为0,且afai 1,导出。=0,因此式(16.10)成为

27a2 — Aa2 — 0

由此，人是E的特征值，是对应的单位特征向量。于是，目标函数

假设是E的第二大特征值A2对应的单位特征向量，显然。2与A2是以上 

最优化问题的解①。于是构成第二主成分，其方差等于协方差矩阵的第二大特 

征值，

(ajcr) = mJ S0L2 — (16.11)

一般地，④的第k主成分是并且var(ajx)="，这里"是E的第k个 

特征值并且ak是对应的单位特征向量。可以从个第k-1主成分出发递推证明第k 

个主成分的情况，这里省去。

按照上述方法求得第一、第二、直到第馆主成分，其系数向量由，&2, •••，伞加 

分别是E的第一个、第二个、直到第馆个单位特征向量，A1,A2,.-- ,Am分别是对应 

的特征值。并且，第k主成分的方差等于E的第k个特征值，

var(a&) = o^Sak = Xk, (16.12)k = 1,2」♦ ♦

定理证毕。 ■

由定理16.1得到

推论16.I m维随机变量J =…，。馆)’的分量依次是x的第一主成分 

到第m主成分的充要条件是：

(1) g = 24TB A为正交矩阵

①为了叙述方便，这里将变量和其最优值用同一符号表示。
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(2) y的协方差矩阵为对角矩阵

cov®) = diag(/Xi, -2,・・♦ , Am)

其中，是E的第k个特征值，ak是对应的单位特征向量，k = 1,2,...，机。

以上证明中，丸是E的第k个特征值，Qk是对应的单位特征向量，即

Ea/c = X/cQ/c, k = 1,2, ,…，ttl (16.13)

用矩阵表示即为

EA = A4 (16.14)

这里/ = [ao]mxm, A是对角矩阵，其第k个对角元素是Xko因为A是正交矩阵，即 

4TA = 44T = i,由式(16.14)得到两个公式

4rlM = A (16.15)

和

£ = 4＜笛 (16.16)

下面叙述总体主成分的性质：

(1)总体主成分2/的协方差矩阵是对角矩阵

cov(y) = A = diag(Ai,A2,-- , Am) (16.17)

(2)总体主成分y的方差之和等于随机变量⑦的方差之和，即

m m

£ % 二 £ °沮

2 = 1 2 = 1
(16.18)

其中。讥是随机变量为的方差，即协方差矩阵X的对角元素。事实上，利用式(16.16) 

及矩阵的迹(trace)的性质，可知

m^2 var(^i) — tr(Z，T) = tr(AAAT) = 
i=l

m m
=tr(Z) = £ % = £ var(%) 

i=l i=l

(16.19)
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（3）第k个主成分也与变量数的相关系数p®札g）称为因子负荷量（factor 

loading）,它表示第k个主成分四与变量g的相关关系。计算公式是

P（Vkqi） =k,i = 12 …）m （16.20）
V

因为

p(yk)g)=
cov(%,g) _ cov(aj叫康力)

其中修为基本单位向量，其第Z个分量为1,其余为0o再由协方差的性质

COV(武叱镇⑦)=o^Sei = =入k% Qfe —入k^ik

故得式（16.20）o

（4）第k个主成分yk与m个变量的因子负荷量满足

）：。沅22（如,期）=入k 
i=l

(16.21)

由式（16.20）有

〉：。权。2（四）0）=）：入卜。之k =入k^^ak —入k

（5） m个主成分与第i个变量Xi的因子负荷量满足

）：，2（沙机 0） - 1 (16.22)

由于见,2/2,…,为n互不相关，故

P2 包人 Vl"…)Vm)) = £f^(Vk q i)

乂因Xi可以表为列,沙2）,,.）ym的线性组合，所以Xi与yi,y2,…）Vm的相关系数的 

平方为1，即

p2(%Q/iM …，外))=1

故得式（16.22）。
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16.1.4主成分的个数

主成分分析的主要目的是降维，所以一般选择k （k《馆）个主成分（线性无关变 

量）来代替M个原有变量（线性相关变量），使问题得以简化，并能保留原有变量的大 

部分信息。这里所说的信息是指原有变量的方差。为此，先给出一个定理，说明选择k 

个主成分是最优选择。

定理16.2 对任意正整数q, 14q《m,考虑正交线性变换

y = Btx （16.23）

其中沙是q维向量，是q义m矩阵，令y的协方差矩阵为

Sy = BtSB （16.24）

则Ey的迹tr（EJ在B = 时取得最大值，其中矩阵Aq由正交矩阵4的前q列组成。

证明 令为是B的第k歹（J,由于正交矩阵A的列构成m维空间的基，所以人 

可以由4的列表示，即

m
Bk =）］Cjk%> k = ♦ ♦ ♦ 1q

等价地

B = AC （16.25）

其中。是加x q矩阵，其第j行第k列元素为cjk0

首先，
m

BtSB = CTArSAC = CtAC = £ XjCjC^

，=i

其中c；是。的第，行。因此 
J

m
tr（BT27B） = £%tr©c：）

5=1

m

J=i

m
= ^2X3C7C3

J = 1

m q

= ££%琮 （1626）
j=l k=l
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其次，由式(16.25)及A的正交性知

。=川8

由于A是正交的，B的列是正交的，所以

= BtAAtB = BtB = Iq

即。的列也是正交的。于是

tr(CTC) =

m q
才才或=g

j=\ k=l
(16.27)

这样，矩阵C可以认为是某个m阶正交矩阵D的前q歹!J。正交矩阵D的行也 

正交，所以满足

dj dj ~~ 1 ) j = 12,・,

其中存是。的第j行。由于矩阵D的行包括矩阵C的行的前q个元素，所以

CjCj <1, j = ,m

即 q

W 1, j = 1,2,… 
k=l

(16.28)

q
注意到在式(16.26)中£嗫是％的系数，由式(16.27)这些系数之和是q,且 

左一]

由式(16.28)知这些系数小于等于lo因为尢?心》1》・・・》人加，显然，当 

能找到Cjk使得

/ cjk = \ (16.29)
k=i [ 0, / = g + 1,…，机

m / q \
时，£ ( 泉,最大。而当B = Aq时，有

j=\ \k=l /

Cjk =
1,

0,

1 < / = k < q 

其他

满足式(16.29)O所以，当B = 4时，tr(Ey)达到最大值。
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定理16.2表明，当宓的线性变换V在8 = 4,时，其协方差矩阵Eg的迹tr(EJ 
取得最大值，这就是说，当取/的前q列取X的前q个主成分时，能够最大限度地保 

留原有变量方差的信息。

定理16.3考虑正交变换

y = Btx

这里BT是pxm矩阵，A和Xy的定义与定理16.2相同，则tr( J)在8 = 4,时 

取得最小值，其中矩阵4.由A的后p列组成。

证明类似定理162有兴趣的读者可以自行证明。定理16.3可以理解为，当 

舍弃4的后p歹！J,即舍弃变量①的后p个主成分时，原有变量的方差的信息损失 

最少。

以上两个定理可以作为选择k个主成分的理论依据。具体选择k的方法，通常利 

用方差贡献率。

定义16.2第k主成分”的方差贡献率定义为yk的方差与所有方差之和的比, 

记作rjk

决=(16.30)

i=l

k个主成分见,故「一，松的累计方差贡献率定义为k个方差之和与所有方差之和的比

k

k

£小=耳一 (16.31)

E E %
2=1

通常取k使得累计方差贡献率达到规定的百分比以上，例如70%〜80%以上。累 

计方差贡献率反映了主成分保留信息的比例，但它不能反映对某个原有变量g保留 

信息的比例，这时通常利用k个主成分网4对原有变量g的贡献率。

定义16.3 k个主秋分ni,y2,…)Vk对原有变量0的贡献率定义为g与 

(yi)y2,…)Uk)的相关系数的平方，记作外

计算公式如下:

k k
% = /g/y\)y2)…)yk)) = £p2(g,%) = £ % a5 (16.32)
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16.1.5规范化变量的总体主成分

在实际问题中，不同变量可能有不同的量纲，直接求主成分有时会产生不合理的 

结果。为了消除这个影响，常常对各个随机变量实施规范化，使其均值为0,方差为lo

设比=(61)%・♦ ・出神产为m维随机变量，Xi为第i个随机变量，i =

1,2, ♦ ♦ • 令
* Xi - E(g) .

X, = —1 , 2 = …
2

(16.33)

其中Eg, var(^)分别是随机变量g的均值和方差，这时球就是g的规范化随机 

变量。

显然，规范化随机变量的协方差矩阵就是相关矩阵H。主成分分析通常在规范化 

随机变量的协方差矩阵即相关矩阵上进行。

对照总体主成分的性质可知，规范化随机变量的总体主成分有以下性质：

(1)规范化变量主成分的协方差矩阵是

d*=diag(4R，・・.，二) (16.34)

其中与》屈》…》入篇》0为相关矩阵R的特征值。

(2)协方差矩阵的特征值之和为m

m
£乂 =6 (16.35)
k=i

(3)规范化随机变量球与主成分城的相关系数(因子负荷量)为

P(碇,= 联，k,i = ,m (16.36)

其中或=(今机6某，…，＜^尸为矩阵A对应于特征值”的单位特征向量。

(4)所有规范化随机变量球与主成分碇的相关系数的平方和等于乂

m m
= £ ＜啜=入3 k = 12-・(16.37) 

i=l i=l

(5)规范化随机变量球与所有主成分碇的相关系数的平方和等于1

m m
£。2(碇,球)=£用雄=1, ，= 1,2,…，小 (16.38)
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16.2样本主成分分析

16.1节 叙述了总体主成分分析，是定义在样本总体上的。在实际问题中，需要在观 

测数据上进行主成分分析，这就是样本主成分分析。有了总体主成分的概念，容易理 

解样本主成分的概念。样本主成分也和总体主成分具有相同的性质。所以本节重点叙 

述样本主成分的算法

16.2.1 样本主成分的定义和性质

假设对m维随机变量X =(力1以2,…，&n)T进行n次独立观测，叫,力2),• ・收九 

表示观测样本，其中Xj = (Xij,X2j,- - ­ ,Xmj)T表示第，个观测样本，Xij表示第4个 

观测样本的第2个变量，/ = 1,2,...)期观测数据用样本矩阵X表示，记作

X =[叫 x2

Ill 32
如 政2

xn 1 — .

♦ ♦

♦ ♦

=7711 17n2

^ln

62九

♦

^mn

(16.39)

给定样本矩阵X,可以估计样本均值，以及样本协方差。样本均值向量了为

n

<7 = 1

(16.40)

样本协方差矩阵S为

] n
Sij = ~~ &)(/汴一叼);

JL 
k=l

(16.41)

n

其中乃=± £ I/为第，个变量的样本均值，%=
71乙〜

k=l
均值。

1 n

叼k为第4个变量的样本 

fc=l

样本相关矩阵R为

Sij
y/SaSjj

(16.42)

S = [^ij]mxm

x =

33 = 1,2,…・，机

i,j = 12 …，①
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定义zn维向量啰=(优1,优2,… 产到机维向量V =(见,如…，―产的线性

变换

(16.43)

其中

an °i2 ♦♦♦ Qlm

°21 022 • • ♦ a2m
♦ ♦ ♦

♦ ♦ ♦

♦ ♦ ♦

Qznl ^m2 * amm

a，= , Qmi)T

a = Q1 。2 …

y =

/ = 1,2,・• ♦ 5 m

考虑式(16.43)的任意一个线性变换

Vi = o^x = auxr + a2iX2 H------F i = 12 …)m (16.44)

其中Ui是rn维向量y的第i个变量，相应于容量为n的样本叫)叫…出九，%的

样本均值Vi为

(16.45)

其中必是随机向量x的样本均值

x =
1 n
总叼

，=1

%的样本方差var(%)为

]

n — 1
var(%)=

n
£(或叼-非历)2
5=1

_ T 
=ai

] 72
一f £(叼一⑹(叼一名)1 

j=l

(16.46)rr c
q% Sdb

对任意两个线性变换% = a7力，yk = c^Xy相应于容量为n的样本叫，宓2, •…，斯, 

防，Vk的样本协方差为

cov(% ％) = a[Sak (16.47)
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现在给出样本主成分的定义。

定义16.4 （样本主成分） 给定样本矩阵X。样本第一主成分yi - a^x是在 

afai = 1条件下，使得就叫（j = 12…）九）的样本方差a：Sai最大的x的线性 

变换；样本第二主成分沙2 =吗力是在吗。2 = 1和Q三叼与研%（j = 1,2,…） 

的样本协方差q（Sq2 = 0条件下，使得Q；叼（J = 1,2,…，九）的样本方差Q；Sq2 
最大的y的线性变换；一般地，样本第，主成分比 = a7x是在邸e=1和 

*Xj与afxj （k < i, j = 1,2）…,n）的样本协方差 味Sdi = 0条件下，使得 

a^Xj （，= 1,2）…，几）的样本方差afSai最大的x的线性变换。

样本主成分与总体主成分具有同样的性质。这从样本主成分的定义容易看出。只 

要以样本协方差矩阵S代替总体协方差矩阵E即可。总体主成分的定理16.2及定 

理16.3对样本主成分依然成立。样本主成分的性质不再重述。

在使用样本主成分时，一般假设样本数据是规范化的，即对样本矩阵作如下变换：

* _ - g
，=1,2）…，=1,2「一逸 (16.48)

其中

[71
笈二有£ 0八

，=1

/ = 1,2,…，771

] n
~ ~ &)2, ] = ], 2)•一)771
n 3=1

为了方便，以下将规范化变量球/仍记作规范化的样本矩阵仍记作X。这时，样 

本协方差矩阵S就是样本相关矩阵R

R = SyXXT （16.49）

样本协方差矩阵S是总体协方差矩阵E的无偏估计，样本相关矩阵R是总体相 

关矩阵的无偏估计，S的特征值和特征向量是E的特征值和特征向量的极大似然估 

计。关于这个问题本书不作讨论，有兴趣的读者可参阅多元统计的书籍，例如文献[l]o

16.2.2 相关矩阵的特征值分解算法

传统的主成分分析通过数据的协方差矩阵或相关矩阵的特征值分解进行，现在常 

用的方法是通过数据矩阵的奇异值分解进行。首先叙述数据的协方差矩阵或相关矩阵 

的特征值分解方法。
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给定样本矩阵X,利用数据的样本协方差矩阵或者样本相关矩阵的特征值分解进 

行主成分分析。具体步骤如下：

(1)对观测数据按式(16.48)进行规范化处理，得到规范化数据矩阵，仍以X表示。

(2)依据规范化数据矩阵，计算样本相关矩阵R

R = [rij] mxm
1 干------- XXT

n - 1

其中
] n

= n _ i 
i-i

(3)求样本相关矩阵A的k个特征值和对应的k个单位特征向量。

求解R的特征方程

\R-XI\ =0

k
求方差贡献率达到预定值的主成分个数鼠

2=1
求前k个特征值对应的单位特征向量

/ \ nr . ,
& = ? E = 1)2)♦ ♦・)卜

(4)求k个样本主成分

以k个单位特征向量为系数进行线性变换，求出k个样本主成分

yi = * 叫。=1,2, •一,k (16.50)

得R的馆个特征值

= 12…，小

入12入2》Am

(5)计算k个主成分yj与原变量Xi的相关系数以及k个主成分对原 

变量Xi的贡献率%。

(6)计算n个样本的k个主成分值

将规范化样本数据代入k个主成分式(16.50),得到几个样本的主成分值。第4个 

样本Xj = ♦ • ・以均尸的第'主成分值是

rrt
Vij ~ •一)Om。(工Ij)12力. . *,^mj ) =〉[

1=1
/ = 1,2,…，馆) ，=1,2,,…，

主成分分析得到的结果可以用于其他机器学习方法的输入。比如，将样本点投影 

到以主成分为坐标轴的空间中，然后应用聚类算法，就可以对样本点进行聚类。
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下面举例说明主成分分析方法。

例16.1假设有几个学生参加四门课程的考试，将学生们的考试成绩看作随机 

变量的取值，对考试成绩数据进行标准化处理，得到样本相关矩阵R,列于表16.1。

表16.1 样本相关矩阵R

课程 语文 外语 数学 物理

语文 1 0.44 0.29 0.33
外语 0.44 1 0.35 0.32
数学 0.29 0.35 1 0.60
物理 0.33 0.32 0.60 1

试对数据进行主成分分析。

解设变量%,72,%3q4分别表示语文、外语、数学、物理的成绩。对样本相关 

矩阵进行特征值分解，得到相关矩阵的特征值，并按大小排序，

Ai = 2.17,入 2 = 0.87, A3 = 0.57, A4 = 0.39

这些特征值就是各主成分的方差贡献率。假设要求主成分的累计方差贡献率大于75%, 

那么只需取前两个主成分即可，即k = 2,因为

&之 = 0.76 
4

2 = 1

求出对应于特征值尢,电的单位特征向量，列于表16.2,表中最后一列为主成分的方 

差贡献率。

表16.2 单位特征向量和主成分的方差贡献率

项目 X1 X2 力3 X4 方差贡献率

yi 0.460 0.476 0.523 0.537 0.543
42 0.574 0.486 —0.476 -0.456 0.218

由此按照式(16.50)可得第一、第二主成分:

yi = 0.460g + 0.476^2 + 0.523g + 0.537力4

y2 = 0・574ii + 0.486/2 — 0.476a;3 — 0.456^4

这就是主成分分析的结果。变量以和7/2表示第一、第二主成分。

接下来由特征值和单位特征向量求出第一、第二主成分的因子负荷量，以及第一、 

第二主成分对变量0的贡献率，列于表16.3o
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表16.3 主成分的因子负荷量和贡献率

项目 X2 X3

%1 0.678 0.701 0.770 0.791

y2 0.536 0.453 -0.444 -0.425
阴对0的贡献率 0.747 0.697 0.790 0.806

从表16.3中可以看出，第一主成分yi对应的因子负荷量p（yi,x）i = 1,2,3,45 
均为正数，表明各门课程成绩提高都可使如提高，也就是说，第一主成分见反映了 

学生的整体成绩。还可以看出，因子负荷量的数值相近，且P（班/4）的数值最大，这 

表明物理成绩在整体成绩中占最重要位置。

第二主成分1/2对应的因子负荷量p（g2,©）/= 1,2,3,4,有正有负，正的是语文和 

外语，负的是数学和物理，表明文科成绩提高都可使沙2提高，而理科成绩提高都可使 

7/2降低，也就是说，第二主成分U2反映了学生的文科成绩与理科成绩的关系。

图16.3将原变量的,数/3/4 （分别表示语文、外语、数学、物理）和主成分如用2 
（分别表示整体成绩、文科对理科成绩）的因子负荷量在平面坐标系中表示。可以看出 

变量之间的关系。4个原变量聚成了两类；因子负荷量相近的语文、外语为一类，数 

学、物理为一类，前者反映文科课程成绩，后者反映理科课程成绩。 ■

文科成绩’及

0.5 -

-0.5

理科成绩

J------- 1------- 1------ ►为
，，5 整体成绩

/ 物理/

您学J X /[ X3 Z

图16.3 因子负荷量的分布图

16.2.3数据矩阵的奇异值分解算法

给定样本矩阵X,利用数据矩阵奇异值分解进行主成分分析。具体过程如下。这 

里假设有k个主成分。
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参照式(15.19),对于机xn实矩阵X,假设其秩为r, Q<k<r,则可以将矩阵 

A进行截断奇异值分解

A^UkSkV^

式中“是mxk矩阵，n是々Xk矩阵，%是k阶对角矩阵；Uk，Vk分别由取4 
的完全奇异值分解的矩阵U, V的前k歹U, Sk由取A的完全奇异值分解的矩阵E的 

前k个对角线元素得到。

定义一个新的nx m矩阵Xf

X, = ,hLN 
y/n — 1

X，的每一列均值为零。不难得知,

X/TX，=
(Y=XT)t(7^XT

\yjn — 1 / — 1
1 T

-----XXT
n — 1

即X'TX'等于X的协方差矩阵Sx。

Sx = X,TX/

(16.51)

(16.52)

(16.53)

主成分分析归结于求协方差矩阵Sx的特征值和对应的单位特征向量，所以问题转化 

为求矩阵X，TX’的特征值和对应的单位特征向量。

假设X’的截断奇异值分解为X，= UUVT,那么V的列向量就是Sx = X'TX' 

的单位特征向量。因此，V的列向量就是X的主成分。于是，求X主成分可以通过 

求X，的奇异值分解来实现。具体算法如下。

算法16.1(主成分分析算法)

输入：mxn样本矩阵X,其每一行元素的均值为零；

输出：k义九样本主成分矩阵y。

参数：主成分个数k
(1)构造新的n X 772矩阵

X，= —2=Xt

y/n — 1

X，每一列的均值为零。

(2)对矩阵X，进行截断奇异值分解，得到

X' = USVT 
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有k个奇异值、奇异向量。矩阵卜的前k列构成k个样本主成分。

（3）求k X 72样本主成分矩阵

y = vTx

本章概要

1.假设。为小维随机变量，其均值为fi,协方差矩阵为E。

考虑由小维随机变量①到m维随机变量y的线性变换

m
明=a[x = £ akixk, 4 = 12 …, m 

k=l

其中 a； = （。1腐, * * ? °

如果该线性变换满足以下条件，则称之为总体主成分：

（ 1） ajai = 1, z = 1,2, ­ • • , m；

（ 2） cov（防，%）=0（% ]力;

（3）变量如是出的所有线性变换中方差最大的；?/2是与yi不相关的①的所有 

线性变换中方差最大的；一般地，yi是与yi,V2,…，yji，（。= ，小）都不相关

的出的所有线性变换中方差最大的；这时分别称班,%n为名的第一主成分、 

第二主成分、…、第m主成分。

2 .假设力是恒维随机变量，其协方差矩阵是E, E的特征值分别是尢? 

入2》入仇》0,特征值对应的单位特征向量分别是明,。2,…，。恒，则宓的第。 

主成分可以写作 
m

yi = c^x = £ akixk, ，= 12 …,m 

k=l

并且，①的第z主成分的方差是协方差矩阵E的第2个特征值，即

var（7/i） = Sai = %

3 .主成分有以下性质：

主成分？/的协方差矩阵是对角矩阵

cov®） = A = diag（》b 入2,…，Am）

主成分V的方差之和等于随机变量宓的方差之和
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m m
£ % = £。江 

i=l

其中。讥是物的方差，即协方差矩阵2的对角线元素。

主成分yk与变量g的相关系数p(%,g)称为因子负荷量(factor loading),它表 

示第k个主成分yk与变量q的相关关系，即yk对0的贡献程度。

p(yk)xi)
y/Xk^ik 1 1 Q

-- 尸=一,田2 = 1,2,…，山
V °ii

4 .样本主成分分析就是基于样本协方差矩阵的主成分分析。

给定样本矩阵

31 712 ^ln

%
X =［ Xi X2

122
8 72 ］一

*^2n

17nl Nmn^m2

其中Xj =(为"效力…也均)T

X的样本协方差矩阵

是力的第，个独立观测样本一 1) 2,・♦・,no

1
sij = 7n — 1

n
〉］一(叼k —叼)

k=l

〃 =1,2, ,772, ，= 1,2, ,山

n 
其中冗二£ ^ik 0

k=l
给定样本数据矩阵X,考虑向量x到y的线性变换

y = A^x

这里

Qn 012

S =

A =
。21

Ql 。2 Qm
022 a2m

Qrnl Q/n2 ^mm
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如果该线性变换满足以下条件，则称之为样本主成分。样本第一主成分次="冗 

是在硅Qi = 1条件下，使得碎叼(/ = 1,2,…，九)的样本方差碎S©最大的出的线 

性变换；样本第二主成分y? = ajx是在吗。2 = 1和吗叼与磋叫(，=12…，n) 

的样本协方差邸S02 = 0条件下，使得砧叼。=1,2,…，九)的样本方差WS02 

最大的力的线性变换；一般地，样本第，主成分Vi =砧x是在邸& = 1和 

ajxj与a^Xj (k < i, j = 1,2, •• • ,n)的样本协方差就Sa% = 0条件下，使得 

靖叼” =1,2,…E)的样本方差a『S0最大的宏的线性变换。

5 .主成分分析方法主要有两种，可以通过相关矩阵的特征值分解或样本矩阵的奇 

异值分解进行。

(1)相关矩阵的特征值分解算法。针对a x九样本矩阵X,求样本相关矩阵

R = -^~XXT

n — 1

再求样本相关矩阵的k个特征值和对应的单位特征向量，构造正交矩阵

v =(刃〃2,Q

V的每一列对应一个主成分，得到kxn样本主成分矩阵

y = vTx

(2)矩阵X的奇异值分解算法。针对mxn样本矩阵X

X' = —二：XT
y/n — 1

对矩阵X，进行截断奇异值分解，保留k个奇异值、奇异向量，得到

X，= USVT

V的每一列对应一个主成分，得到kxn样本主成分矩阵K

y = vtx

继续阅读

要进一步了解主成分分析，可参阅文献[l-4]o可以通过核方法隐式地在高维空 

间中进行主成分分析，相关的方法称为核主成分分析(kernel principal component 
analysis)⑸。主成分分析是关于一组变量之间的相关关系的分析方法，典型相关分 

析(canonical correlation analysis)是关于两组变量之间的相关关系的分析方法⑹。
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近年，强健的主成分分析(robust principal component analysis)被提出，是主成分分 

析的扩展，适合于严重受损数据的基本结构发现⑺。

习 题

16.1 对以下样本数据进行主成分分析：

2 3 3 4 5 7
X =

2 4 5 5 6 8

16.2 证明样本协方差矩阵S是总体协方差矩阵方差E的无偏估计。

16.3 设X为数据规范化样本矩阵，则主成分等价于求解以下最优化问题:

min \\X - L\\p
L

s.t. rank(L) < k

这里F是弗罗贝尼乌斯范数，k是主成分个数。试问为什么？
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第17章潜在语义分析

潜在语义分析(latent semantic analysis, LSA)是一种无监督学习方法，主要用 

于文本的话题分析，其特点是通过矩阵分解发现文本与单词之间的基于话题的语义关 

系。潜在语义分析由Deerwester等于1990年提出，最初应用于文本信息检索，所以 

也被称为潜在语义索引(latent semantic indexing, LSI),在推荐系统、图像处理、生 

物信息学等领域也有广泛应用。

文本信息处理中，传统的方法以单词向量表示文本的语义内容，以单词向量空间 

的度量表示文本之间的语义相似度。潜在语义分析旨在解决这种方法不能准确表示 

语义的问题，试图从大量的文本数据中发现潜在的话题，以话题向量表示文本的语义 

内容，以话题向量空间的度量更准确地表示文本之间的语义相似度。这也是话题分 

析(topic modeling)的基本想法。

潜在语义分析使用的是非概率的话题分析模型。具体地，将文本集合表示为单 

词-文本矩阵，对单词-文本矩阵进行奇异值分解，从而得到话题向量空间，以及文本 

在话题向量空间的表示。奇异值分解(singular value decomposition, SVD)即在第15 
章介绍的矩阵因子分解方法，其特点是分解的矩阵正交。

非负矩阵分解(non-negative matrix factorization, NMF)是另一种矩阵的因子 

分解方法，其特点是分解的矩阵非负。1999年Lee和Sheung的论文⑶发表之后，非 

负矩阵分解引起高度重视和广泛使用。非负矩阵分解也可以用于话题分析。

本章17.1节介绍单词向量空间模型和话题向量空间模型，指出进行潜在语义分 

析的必要性。17.2节叙述潜在语义分析的奇异值分解算法。17.3节叙述非负矩阵分解 

算法。

17.1 单词向量空间与话题向量空间

17.1.1 单词向量空间

文本信息处理，比如文本信息检索、文本数据挖掘的一个核心问题是对文本的语 
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义内容进行表示，并进行文本之间的语义相似度计算。最简单的方法是利用向量空 

间模型(vector space model, VSM),也就是单词向量空间模型(word vector space 
model) o向量空间模型的基本想法是，给定一个文本，用一个向量表示该文本的“语 

义”，向量的每一维对应一个单词，其数值为该单词在该文本中出现的频数或权值；基 

本假设是文本中所有单词的出现情况表示了文本的语义内容；文本集合中的每个文本 

都表示为一个向量，存在于一个向量空间；向量空间的度量，如内积或标准化内积表 

示文本之间的“语义相似度”。

例如，文本信息检索的任务是，用户提出查询时，帮助用户找到与查询最相关的 

文本，以排序的形式展示给用户。一个最简单的做法是采用单词向量空间模型，将查 

询与文本表示为单词的向量，计算查询向量与文本向量的内积，作为语义相似度，以 

这个相似度的高低对文本进行排序。在这里，查询被看成是一个伪文本，查询与文本 

的语义相似度表示查询与文本的相关性。

下面给出严格定义。给定一个含有几个文本的集合。= {di,d2「一 以及在

所有文本中出现的m个单词的集合W = {wi,w2,--- ,wm}o将单词在文本中出现的 

数据用一个单词-文本矩阵(word-document matrix)表示，记作X

111 ^12 .一 力1九

^21 ^22 …^2n
X =

♦ ♦ ♦ 

♦ ♦ ♦ 

♦ ♦ ♦

^ml , Zmn

(17.1)

这是一个mxn矩阵，元素Xij表示单词Wi在文本内中出现的频数或权值。由于单 

词的种类很多，而每个文本中出现单词的种类通常较少，所以单词-文本矩阵是一个稀 

疏矩阵。

权值通常用单词频率-逆文本频率(term frequency-inverse document frequency, 
TF-IDF)表示，其定义是

TFIDF"=乎 log 泉，i = ,m- j = 1,2,--■ ,n (17.2)

式中是单词她出现在文本为中的频数，tf.j是文本为中出现的所有单词的频 

数之和，df］是含有单词Wi的文本数，df是文本集合D的全部文本数。直观上，一个 

单词在一个文本中出现的频数越高，这个单词在这个文本中的重要度就越高；一个单 

词在整个文本集合中出现的文本数越少，这个单词就越能表示其所在文本的特点，重 

要度就越高；一个单词在一个文本的TF-IDF是两种重要度的积，表示综合重要度。

单词向量空间模型直接使用单词-文本矩阵的信息。单词-文本矩阵的第，列向量
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Xj表示文本dj

%

%
X3 = . ，j = 12 …，n (17.3)

其中Xij是单词她在文本力的权值，，=，巾，权值越大，该单词在该文本中 

的重要度就越高。这时矩阵X也可以写作X =［的 功 … 斯］。

两个单词向量的内积或标准化内积（余弦）表示对应的文本之间的语义相似度。 

因此，文本di与dj之间的相似度为

Xi • Xj

".叼, mm (17.4)

式中-表示向量的内积，||・||表示向量的范数。

直观上，在两个文本中共同出现的单词越多，其语义内容就越相近，这时，对应的 

单词向量同不为零的维度就越多，内积就越大（单词向量元素的值都是非负的），表示 

两个文本在语义内容上越相似。这个模型虽然简单，却能很好地表示文本之间的语义 

相似度，与人们对语义相似度的判断接近，在一定程度上能够满足应用的需求，至今 

仍在文本信息检索、文本数据挖掘等领域被广泛使用，可以认为是文本信息处理的一 

个基本原理。注意，两个文本的语义相似度并不是由一两个单词是否在两个文本中出 

现决定，而是由所有的单词在两个文本中共同出现的“模式”决定。

单词向量空间模型的优点是模型简单，计算效率高。因为单词向量通常是稀疏的, 

两个向量的内积计算只需要在其同不为零的维度上进行即可，需要的计算很少，可以 

高效地完成。单词向量空间模型也有一定的局限性，体现在内积相似度未必能够准确 

表达两个文本的语义相似度上。因为自然语言的单词具有一词多义性（polysemy）及 

多词一义性（synonymy）,即同一个单词可以表示多个语义，多个单词可以表示同一 

个语义，所以基于单词向量的相似度计算存在不精确的问题。

图17.1给出一个例子。单词-文本矩阵，每一行表示一个单词，每一列表示一个 

文本，矩阵的每一个元素表示单词在文本中出现的频数，频数0省略。单词向量空 

间模型中，文本也与电相似度并不高，尽管两个文本的内容相似，这是因为同义 

词"airplane"与"aircraft”被当作了两个独立的单词，单词向量空间模型不考虑单词 

的同义性，在此情况下无法进行准确的相似度计算。另一方面，文本d3与d4有一定 

的相似度，尽管两个文本的内容并不相似，这是因为单词“apple”具有多义，可以表 

示“apple computer”和“fruit”，单词向量空间模型不考虑单词的多义性，在此情况 

下也无法进行准确的相似度计算。
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图17.1 单词-文本矩阵例

d\ d? “3

airplane 2

aircraft 2

computer 1

apple 2 3

fruit 1

produce 1 2 2 1

17.1.2话题向量空间

两个文本的语义相似度可以体现在两者的话题相似度上。所谓话题（topic）,并 

没有严格的定义，就是指文本所讨论的内容或主题。一个文本一般含有若干个话题。 

如果两个文本的话题相似，那么两者的语义应该也相似。话题可以由若干个语义相 

关的单词表示，同义词（如“airplane”与“aircraft"）可以表示同一个话题，而多义 

词（如“apple"）可以表示不同的话题。这样，基于话题的模型就可以解决上述基于单 

词的模型存在的问题。

可以设想定义一种话题向量空间模型（topic vector space model）。给定一个文 

本，用话题空间的一个向量表示该文本，该向量的每一分量对应一个话题，其数值为 

该话题在该文本中出现的权值。用两个向量的内积或标准化内积表示对应的两个文本 

的语义相似度。注意话题的个数通常远远小于单词的个数，话题向量空间模型更加抽 

象。事实上潜在语义分析正是构建话题向量空间的方法（即话题分析的方法），单词向 

量空间模型与话题向量空间模型可以互为补充，现实中，两者可以同时使用。

1 .话题向量空间

给定一个文本集合D = {di,d2, ­ • • ,dn}和一个相应的单词集合W = {wi, w2, • • •, 
wm}o可以获得其单词-文本矩阵X, X构成原始的单词向量空间，每一列是一个文本 

在单词向量空间中的表示。

711 力12 ♦ ♦ ♦ ^ln

X =
①21 

♦

①22
■
♦

♦ ♦ ♦ ^2n

♦

^ml ^m2 ♦ ♦ ♦ ^mn

(17.5)



17.1单词向量空间与话题向量空间 325

矩阵X也可以写作X=E X2・・♦ Xn]o

假设所有文本共含有k个话题。假设每个话题由一个定义在单词集合W上的m 

维向量表示，称为话题向量，即

(17.6)

其中跖是单词她在话题力的权值，，=1,2,….，巾，权值越大，该单词在该话题中 

的重要度就越高。这k个话题向量打, ,4张成一个话题向量空间(topic vector 

space),维数为/co注意话题向量空间T是单词向量空间X的一个子空间。

话题向量空间T也可以表示为一个矩阵，称为单词-话题矩阵(word-topic 

matrix)，记作

(17.7)

矩阵T也可以写作7=比t2 … tk]Q

2 .文本在话题向量空间的表示

现在考虑文本集合。的文本力，在单词向量空间中由一个向量叼表示，将叼 

投影到话题向量空间T中，得到在话题向量空间的一个向量物,%是一个k维向量, 

其表达式为

，=12 (17.8)

其中功,是文本力在话题力的权值，l = L2「.卡,权值越大，该话题在该文本中的 

重要度就越高。

矩阵Y表示话题在文本中出现的情况，称为话题-文本矩阵(topic-document
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matrix)，记作

Y =

yn yi2 ♦…yin

V21 期22 ,一y2n
♦ • •

♦ ♦ ♦

♦ ♦ ♦

ykl Vk2 ,一ykn

(17.9)

矩阵Y也可以写作Y = [yr y2・・•协J。

3.从单词向量空间到话题向量空间的线性变换

这样一来，在单词向量空间的文本向量叼可以通过它在话题空间中的向量为近 

似表示，具体地由k个话题向量以yj为系数的线性组合近似表示。

叼 ~ 勿为 + U2洪2 + …+ Vkjtk, / = 12 …，九 (17.10)

所以，单词-文本矩阵X可以近似的表示为单词-话题矩阵t与话题-文本矩阵y的乘 

积形式。这就是潜在语义分析。

X^TY (17.11)

直观上潜在语义分析是将文本在单词向量空间的表示通过线性变换转换为在话 

题向量空间中的表示，如图17.2所示。这个线性变换由矩阵因子分解式(17.11)的形 

式体现。图17.3示意性的表示实现潜在语义分析的矩阵因子分解。

图17.2 将文本在单词向量空间的表示通过线性变换转换为话题空间的表示

在原始的单词向量空间中，两个文本为与名的相似度可以由对应的向量的内积 

表示，即g・xjo经过潜在语义分析之后，在话题向量空间中，两个文本为与dj的相 

似度可以由对应的向量的内积即yi - yj表示。

要进行潜在语义分析，需要同时决定两部分的内容，一是话题向量空间T,二是
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图17.3 潜在语义分析通过矩阵因子分解实现，单词■文本矩阵X可以近似的 

表示为单词■话题矩阵T与话题.文本矩阵y的乘积形式

文本在话题空间的表示F,使两者的乘积是原始矩阵数据的近似，而这一结果完全从 

话题-文本矩阵的信息中获得。

17.2潜在语义分析算法

潜在语义分析利用矩阵奇异值分解，具体地，对单词■文本矩阵进行奇异值分解, 

将其左矩阵作为话题向量空间，将其对角矩阵与右矩阵的乘积作为文本在话题向量空 

间的表示。

17.2.1 矩阵奇异值分解算法

1 .单词-文本矩阵

给定文本集合。={心亚… 4}和单词集合W = {wi, W2, • • ♦ 

义分析首先将这些数据表成一个单词■文本矩阵

X =

Nil 的2 ♦ ♦ ♦

政1 
♦

政2 

♦

• • ♦ ^2n
♦

♦ ♦ ♦ ^mn

,wm}o潜在语

(17.12)

这是一个mxn矩阵，元素啊 表示单词w,在文本dj中出现的频数或权值。

2 .截断奇异值分解

潜在语义分析根据确定的话题个数k对单词一文本矩阵X进行截断奇异值分解
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X ~ Uk^kV, = [u-[ U2

。1 0

0

0 0

0 0

0 0

0 0

♦.0

0 (Tk

(17.13)

式中k忘n左m,小是m x k矩阵，它的列由X的前k个互相正交的左奇异向量组 

成，Ek是k阶对角方阵，对角元素为前k个最大奇异值，匕是打x k矩阵，它的列 

由X的前k个互相正交的右奇异向量组成。

3.话题向量空间

在单词一文本矩阵X的截断奇异值分解式(17.13)中，矩阵队的每一个列向量 

ui"...,Uk表示一个话题，称为话题向量。由这k个话题向量张成一个子空间

Uk = Ui U2 …Uk

称为话题向量空间。

4.文本的话题空间表示

有了话题向量空间，接着考虑文本在话题空间的表示。将式(17.13)写作

X = XI 2 2 xn ~ Uk^kVk

U2
■ 02

Uk
」 0

也 1 021

0 &12 °22
♦ ♦
♦ ♦
♦ ♦

^Ifc 02k

一Ui U?

。1。21

' 。2。12 。2。22
乜卜 ♦ .

」 ♦ ♦
♦ ♦

0股1卜 2k

九 2

■ 

■

^k^nk

其中

如

U21
W = , ) / = 1,2,…♦/

“771Z

(17.14)
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由式（17.14）知,矩阵X的第（列向量叼满足

工j ~ Uk(XkVk )j

。1巧1

- 1 02。j2
= U\ U2 …Uk .

■

_ Ok'jk

k
=£ ①叼ZW, = 1,2)•一，九

1=1
(17.15)

式中（为《L是矩阵（”叱）的第J.列向量。式（17.15）是文本当的近似表达式，由 

k个话题向量w的线性组合构成。矩阵的每一个列向量

。2012

。1。21

。2。22

2 k

。2。九2

^k^nk

是一个文本在话题向量空间的表示。

综上，可以通过对单词-文本矩阵的奇异值分解进行潜在语义分析

X^ukskv^ = Uk{SkV^ (17.16)

得到话题空间”，以及文本在话题空间的表示（£卜4）。

17.2.2例子

下面介绍潜在语义分析的一个例子①。假设有9个文本，11个单词，单词-文本矩 

阵X为11 x 9矩阵，矩阵的元素是单词在文本中出现的频数，表示如下：

① http://www.puffinwarellc.com/index.php/news-and-articles/articles/33-latent-semantic-anal- 
y sis-tutor ial. html? showall=1
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进行潜在语义分析。实施对矩阵的截断奇异值分解，假设话题的个数是3,矩阵的

Index Words Titles

T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8 T9
book 1 1
dads 1 1

dummies 1 1
estate 1 1
guide 1 1

investing 1 1 1 1 1 1 1 1 1
market 1 1

real 1 1
rich 2 1

stock 1 1 1
value 1 1

截断奇异值分解结果为

Book 0.15 -0.27 0.04
Dads 0.24 0.38 -0.09
Dummies 0.13 -0.17 0.07
Estate 0.18 0.19 0.45
Guide 0.22 0.09 -0.46
Investing 0.74 -0.21 0.21
Market 0.18 -0.30 -0.28
Real 0.18 0.19 0.45
Rich 0.36 0.59 -0.34
Stock 0.25 -0.42 -0.28
Value 0.12 一 0.14 0.23

3.91 0 0
0 2.61 0
0 0 2.00

T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8 T9
0.35 0.22 0.34 0.26 0.22 0.49 0.28 0.29 0.44

-0.32 -0.15 -0.46 -0.24 -0.14 0.55 0.07 -0.31 0.44
-0.41 0.14 -0.16 0.25 0.22 -0.51 0.55 0.00 0.34

可以看出，左矩阵必有3个列向量（左奇异向量）。第1列向量的的值均为正, 

第2列向量物和第3列向量的的值有正有负。中间的对角矩阵^3的元素是3个由 

大到小的奇异值（正值）。右矩阵是次，其转置矩阵外也有3个列向量（右奇异向 

量）。第1列向量力的值也都为正，第2列向量V2和第3列向量”3的值有正有负。

现在，将£3与匕11相乘，整体变成两个矩阵乘积的形式

X X②3号）

0.15 一 0.27 0.04
0.24 0.38 -0.09
0.13 -0.17 0.07
0.18 0.19 0.45
0.22 0.09 -0.46
0.74 -0.21 0.21
0.18 -0.30 -0.28
0.18 0.19 0.45
0.36 0.59 -0.34
0.25 一 0.42 -0.28
0.12 -0.14 0.23

1.37 0.86

-0.84 -0.39

-0.82 0.28

1.33

-1.20

-0.32

1.02

-0.63

0.50

0.86 1.92 1.09

-0.37 1.44 0.18

0.44 -1.02 1.10

1.13 1.72

—0.81 1.15

0.00 0.68
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矩阵。3有3个列向量，表示3个话题，矩阵U3表示话题向量空间。矩阵（£3次） 

有9个列向量，表示9个文本，矩阵（£3号）是文本集合在话题向量空间的表示。

17,3非负矩阵分解算法

非负矩阵分解也可以用于话题分析。对单词-文本矩阵进行非负矩阵分解，将其 

左矩阵作为话题向量空间，将其右矩阵作为文本在话题向量空间的表示。注意通常单 

词一文本矩阵是非负的。

17.3.1非负矩阵分解

若一个矩阵的所有元素非负，则称该矩阵为非负矩阵，若X是非负矩阵，则记作 

X》0。

给定一个非负矩阵X20,找到两个非负矩阵W20和H20,使得

X « WH （17.17）

即将非负矩阵X分解为两个非负矩阵印和H的乘积的形式，称为非负矩阵分解。因 

为WH与X完全相等很难实现，所以只要求与X近似相等。

假设非负矩阵X是m, x九矩阵，非负矩阵印和H分别为m x k矩阵和k x n 

矩阵。假设k<min（rnm）,即印和H小于原矩阵X,所以非负矩阵分解是对原数据 

的压缩。

由式（17.17）知，矩阵X的第，歹U向量叼满足

Xj x Whj

- 1 %
= Wi W2 ­ •• Wk 

k

=y^hijWi, j = l,2r •• ,n (17.18)
i=i

其中hj是矩阵H的第j列，wi是矩阵W的第l歹U，htj是hj的第l个元素，I = 

1,2，,一，鼠
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式(17.18)表示，矩阵X的第j列叼可以由矩阵W的k个列wi的线性组合逼 

近，线性组合的系数是矩阵H的第j列为的元素。这里矩阵W的列向量为一组基, 

矩阵H的列向量为线性组合系数。称印为基矩阵，H为系数矩阵。非负矩阵分解旨 

在用较少的基向量、系数向量来表示较大的数据矩阵。

17.3.2 潜在语义分析模型

给定一个mxn非负的单词-文本矩阵X》0。假设文本集合共包含k个话题, 

对X进行非负矩阵分解。即求非负的巾x k矩阵W20和k x"矩阵H20,使得

X^WH (17.19)

令印=[如 W2 … 仅k]为话题向量空间，仅1,口,…，孙;表示文本集合的人个 

话题，令H 九2 •… 九门]为文本在话题向量空间的表示，九1,九2, • • •,九九表示

文本集合的n个文本。这就是基于非负矩阵分解的潜在语义分析模型。

非负矩阵分解具有很直观的解释，话题向量和文本向量都非负，对应着“伪概率 

分布”，向量的线性组合表示局部叠加构成整体。

17.3.3 非负矩阵分解的形式化

非负矩阵分解可以形式化为最优化问题求解。首先定义损失函数或代价函数。

第一种损失函数是平方损失。设两个非负矩阵A = laij]mxn和B = [bzj]mxn,平 

方损失函数定义为

8||2 = £(%.—%产 (17.20)

其下界是0,当且仅当A = B时达到下界。

另一种损失函数是散度(divergence)。设两个非负矩阵A = [%-]mxn和B = 

[鲂hxn，散度损失函数定义为

。(川田)=£ 办log,一+如) 
3， 2/

(17.21)

其下界也是0，当且仅当A = B时达到下界。4和8不对称。当£4/ = £% = 1 

时散度损失函数退化为Kullback-Leiber散度或相对端，这时4和8是概率分布。

接着定义以下的最优化问题。
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目标函数||X - WH\\2关于W和H的最小化，满足约束条件叱H20,即

min
W.H

\\X -WH\\2 (17.22)

s.t. W, H20

或者，目标函数O（X||WH）关于W和H的最小化，满足约束条件用H20,即

min
W.H

D(X\\WH) (17.23)

s.t. 甲H20

17.3.4算法

考虑求解最优化问题（17.22）和问题（17.23）。由于目标函数||X-和 

D（X\\WH）只是对变量W和H之一的凸函数，而不是同时对两个变量的凸函数，因 

此找到全局最优（最小值）比较困难，可以通过数值最优化方法求局部最优（极小值）。 

梯度下降法比较容易实现，但是收敛速度慢。共朝梯度法收敛速度快，但实现比较复 

杂。Lee和Seung提出了新的基于“乘法更新规则”的优化算法，交替地对W和H 

进行更新，其理论依据是下面的定理。

定理17.1平方损失||X - WH\\2对下列乘法更新规则

H "TN
(17.24)

(17.25)Wzl
(XH'h

Wu

是非增的。当且仅当W和H是平方损失函数的稳定点时函数的更新不变。

定理17.2 散度损失O（X - WH）对下列乘法更新规则

Hij — Htj
i

i

£画
j

3

(17.26)

(17.27)wit _ Wu

是非增的。当且仅当W和H是散度损失函数的稳定点时函数的更新不变。
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定理17.1和定理17.2给出了乘法更新规则。定理的证明可以参阅文献[4]o

现叙述非负矩阵分解的算法。只介绍第一个问题(17.22)的算法，第二个问题 

(17.23)的算法类似。

最优化目标函数是\\X-WH\\2,为了方便将目标函数乘以1/2,其最优解与原问 

题相同，记作

1 1
J^H) = -\\X-WH\\2 = - £因厂”")引2

应用梯度下降法求解。首先求目标函数的梯度

明⑶=- £阳广(WH)引如 
2 Z •

= -[(XHT)il-(WHHT)il] (17.28)

同样可得

%；，)= -l^X^ - [W^WH)l3]

然后求得梯度下降法的更新规则，由式(17.28)和式(17.29)有

(17.29)

皿〃=印〃 + (17.30)

Hij = % + 4成"TX)" — 引 (17.31)

式中加，回”是步长。选取

即得乘法更新规则

Wit = wzl

X = Wzl
zl~

Hij 
期 ~ {WTWH)ij

，=1,2)…)馍；Z = 1)2] …,k

『X)叮 

(WTWH\j
I = 12 ♦ 3 = 12 •一，几

(17.32)

(17.33)

(17.34)

(X"T)〃 
(WHHT)/

Hij = Hij

选取初始矩阵W和H为非负矩阵，可以保证迭代过程及结果的矩阵W和H均 

为非负。

下面叙述基于乘法更新规则的矩阵非负分解迭代算法。算法交替对W和H迭 

代，每次迭代对W的列向量归一化，使基向量为单位向量。
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算法17.1 (非负矩阵分解的迭代算法)

输入：单词-文本矩阵x》o,文本集合的话题个数k,最大迭代次数力； 

输出：话题矩阵W,文本表示矩阵H。

(1)初始化

W20,并对W的每一列数据归一化；

(2)迭代

对迭代次数由1到t执行下列步骤：

(a)更新W的元素，对Z从1到鼠，从1到小按式(17.33)更新

(b)更新H的元素，对/从1到k, j•从1到n按式(17.34)更新Hljo

本章概要

1 .单词向量空间模型通过单词的向量表示文本的语义内容。以单词-文本矩阵X 
为输入，其中每一行对应一个单词，每一列对应一个文本，每一个元素表示单词在文 

本中的频数或权值(如TF-IDF)。

Nil C12 ♦一^ln

力21 122 .一 啰2九X =

单词向量空间模型认为，这个矩阵的每一列向量是单词向量，表示一个文本，两个单 

词向量的内积或标准化内积表示文本之间的语义相似度。

2 .话题向量空间模型通过话题的向量表示文本的语义内容。假设有话题-文本 

矩阵

yn yi2 ・♦. Vin

V21 522 ..V2n
Y = ♦• ■

■

Vki

♦

Uk2 , Vkn

其中每一行对应一个话题，每一列对应一个文本，每一个元素表示话题在文本中的权 

值。话题向量空间模型认为，这个矩阵的每一列向量是话题向量，表示一个文本，两个
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话题向量的内积或标准化内积表示文本之间的语义相似度。假设有单词-话题矩阵T

其中每一行对应一个单词，每一列对应一个话题，每一个元素表示单词在话题中的 

权值。

给定一个单词■文本矩阵X

潜在语义分析的目标是，找到合适的单词■话题矩阵T与话题■文本矩阵V,将单词■文 

本矩阵X近似的表示为T与y的乘积形式。

X^TY

等价地，潜在语义分析将文本在单词向量空间的表示X通过线性变换T转换为话题 

向量空间中的表示V。

潜在语义分析的关键是对单词-文本矩阵进行以上的矩阵因子分解（话题分析）。

3 .潜在语义分析的算法是奇异值分解。通过对单词-文本矩阵进行截断奇异值分 

解，得到

x^ukakv^ = uk^kv^

矩阵Uk表示话题空间，矩阵是文本在话题空间的表示。

4 .非负矩阵分解也可以用于话题分析。非负矩阵分解将非负的单词-文本矩阵近 

似分解成两个非负矩阵W和H的乘积，得到

X x WH

矩阵W表示话题空间，矩阵H是文本在话题空间的表示。
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非负矩阵分解可以表为以下的最优化问题:

mm\\X-WH\\2

s.t. W, H20

非负矩阵分解的算法是迭代算法。乘法更新规则的迭代算法，交替地对W和H 

进行更新。本质是梯度下降法，通过定义特殊的步长和非负的初始值，保证迭代过程 

及结果的矩阵W和H均为非负。

继续阅读

文献国为潜在语义分析的原始论文，相关的介绍还有文献[2],主要是关于基于 

矩阵奇异值分解的潜在语义分析。基于非负矩阵分解的潜在语义分析可以参照文献 

[3〜5]o还有基于稀疏矩阵分解的方法⑹。后两种方法可以通过并行计算实现，大大 

提高计算效率。

习 题

17.1 试将图17.1的例子进行潜在语义分析，并对结果进行观察。

17.2 给出损失函数是散度损失时的非负矩阵分解(潜在语义分析)的算法。

17.3 给出潜在语义分析的两种算法的计算复杂度，包括奇异值分解法和非负矩 

阵分解法。

17.4 列出潜在语义分析与主成分分析的异同。
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概率潜在语义分析(probabilistic latent semantic analysis, PLSA),也称概率潜 

在语义索引(probabilistic latent semantic indexing, PLSI)，是一种利用概率生成模 

型对文本集合进行话题分析的无监督学习方法。模型的最大特点是用隐变量表示话 

题；整个模型表示文本生成话题，话题生成单词，从而得到单词-文本共现数据的过程; 

假设每个文本由一个话题分布决定，每个话题由一个单词分布决定。

概率潜在语义分析受潜在语义分析的启发，1999年由Hofmann提出，前者基于 

概率模型，后者基于非概率模型。概率潜在语义分析最初用于文本数据挖掘，后来扩 

展到其他领域。

首先在18.1节叙述概率潜在语义分析的模型，包括生成模型和共现模型。然后在 

18.2节介绍概率潜在语义分析模型的学习策略和算法。

18.1 概率潜在语义分析模型

首先叙述概率潜在语义分析的直观解释。概率潜在语义分析模型有生成模型，以 

及等价的共现模型。先介绍生成模型，然后介绍共现模型，最后讲解模型的性质。

18.1.1 基本想法

给定一个文本集合，每个文本讨论若干个话题，每个话题由若干个单词表示。对 

文本集合进行概率潜在语义分析，就能够发现每个文本的话题，以及每个话题的单词。 

话题是不能从数据中直接观察到的，是潜在的。

文本集合转换为文本-单词共现数据，具体表现为单词-文本矩阵，图18.1给出一 

个单词一文本矩阵的例子(详见文前彩图)。每一行对应一个单词，每一列对应一个文 

本，每一个元素表示单词在文本中出现的次数。一个话题表示一个语义内容。文本数 

据基于如下的概率模型产生(共现模型)：首先有话题的概率分布，然后有话题给定条 

件下文本的条件概率分布，以及话题给定条件下单词的条件概率分布。概率潜在语义
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分析就是发现由隐变量表示的话题，即潜在语义。直观上，语义相近的单词、语义相 

近的文本会被聚到相同的“软的类别”中，而话题所表示的就是这样的软的类别。假 

设有3个潜在的话题，图中红、绿、蓝框各自表示一个话题。

doc I doc 2 doc 3 doc 4

word 1

word 2

word 3

word 4

2 2 4

2 1 5

1 1 2

0 1 2

3

3

0

1

图18.1 概率潜在语义分析的直观解释(见彩图)

18.1.2 生成模型

假设有单词集合W = {0L,仅，4"}，其中M是单词个数；文本(指标)集 

合。={di,d2,…，册}，其中N是文本个数；话题集合2 = {zi,Z2,…，%}，其中 

K是预先设定的话题个数。随机变量w取值于单词集合；随机变量d取值于文本集 

合，随机变量Z取值于话题集合。概率分布P(d)、条件概率分布P(z|d)、条件概率分 

布P{w\z)皆属于多项分布，其中P©表示生成文本d的概率，P[z\d)表示文本d生 

成话题z的概率，P[w\z)表示话题z生成单词w的概率。

每个文本d拥有自己的话题概率分布P(z|d),每个话题z拥有自己的单词概率分 

布P®|z)；也就是说一个文本的内容由其相关话题决定，一个话题的内容由其相关单 

词决定。

生成模型通过以下步骤生成文本-单词共现数据：

(1)依据概率分布P(d),从文本(指标)集合中随机选取一个文本d,共生成N 
个文本；针对每个文本，执行以下操作；

(2)在文本d给定条件下，依据条件概率分布。(z|d),从话题集合随机选取一个 

话题z,共生成L个话题，这里L是文本长度；

(3)在话题z给定条件下，依据条件概率分布P®|z),从单词集合中随机选取一 

个单词Wo
注意这里为叙述方便，假设文本都是等长的，现实中不需要这个假设。
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生成模型中，单词变量仪与文本变量d是观测变量，话题变量z是隐变量。也就 

是说模型生成的是单词-话题-文本三元组(叫z,d)的集合，但观测到的是单词-文本二 

元组(w,d)的集合，观测数据表示为单词-文本矩阵T的形式，矩阵T的行表示单词, 

列表示文本，元素表示单词-文本对(w,d)的出现次数。

从数据的生成过程可以推出，文本-单词共现数据T的生成概率为所有单词-文本 

对(叫d)的生成概率的乘积，

P(T) = 口 P(w,d)M叫d) 

(孙d)
(18.1)

这里表示(w,d)的出现次数，单词-文本对出现的总次数是TVxLo每个单 

词-文本对(幼d)的生成概率由以下公式决定：

PMd) = P(d)P®|d)

z

(18.2)

式(18.2)即生成模型的定义。

生成模型假设在话题z给定条件下，单词w与文本d条件独立，即

P (w, z\d) = P (z|d) P(w\z) (18.3)

生成模型属于概率有向图模型，可以用有向图(directed graph)表示，如图18.2 

所示。图中实心圆表示观测变量，空心圆表示隐变量，箭头表示概率依存关系，方框表 

示多次重复，方框内数字表示重复次数。文本变量d是一个观测变量，话题变量Z是 

一个隐变量，单词变量仪是一个观测变量。

N 

图18.2 概率潜在语义分析的生成模型

18.1.3 共现模型

可以定义与以上的生成模型等价的共现模型。

文本一单词共现数据T的生成概率为所有单词一文本对(幼d)的生成概率的乘积:
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F(T) = P(w〉d)n(w，d) 

(孙d)

每个单词-文本对(w,d)的概率由以下公式决定：

P(w)d) = $2 P(z)P(Mz)P(d|z)
Z

(18.4)

(18.5)

式(18.5)即共现模型的定义。容易验证，生成模型(18.2)和共现模型(18.5)是等价的。 

共现模型假设在话题?给定条件下，单词w与文本d是条件独立的，即

P(w, d\z) = P(w\z)P[d\z) (18.6)

图18.3所示是共现模型。图中文本变量d是一个观测变量，单词变量。是一个 

观测变量，话题变量z是一个隐变量。图18.1是共现模型的直观解释。

虽然生成模型与共现模型在概率公式意义上是等价的，但是拥有不同的性质。 

生成模型刻画文本-单词共现数据生成的过程，共现模型描述文本-单词共现数据拥 

有的模式。生成模型式(18.2)中单词变量出与文本变量d是非对称的，而共现模型 

式(18.5)中单词变量”与文本变量d是对称的；所以前者也称为非对称模型，后者也 

称为对称模型。由于两个模型的形式不同，其学习算法的形式也不同。

18.1.4 模型性质

1 .模型参数

如果直接定义单词与文本的共现概率P®。)，模型参数的个数是0("・N),其 

中M是单词数，N是文本数。概率潜在语义分析的生成模型和共现模型的参数个数 

是O{M・K + N・K),其中K是话题数。现实中K《所以概率潜在语义分析 

通过话题对数据进行了更简洁地表示，减少了学习过程中过拟合的可能性。图18.4显 

示模型中文本、话题、单词之间的关系。
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图18.4 概率潜在语义分析中文本、话题、单词之间的关系

2 .模型的几何解释

下面给出生成模型的几何解释。概率分布表示文本d生成单词w的概率,

M
£P{wi\d) = 1, 0 < P(wi\d) W 1)i = 1)…,M 

i=l

可以由M维空间的(M - 1)单纯形(simplex)中的点表示。图18.5为三维空间 

的情况。单纯形上的每个点表示一个分布p®M)(分布的参数向量)，所有的分布 

F(w|d)(分布的参数向量)都在单纯形上，称这个(M - 1)单纯形为单词单纯形。

从式(18.2)可知，概率潜在分析模型(生成模型)中的文本概率分布F(w|d)有下 

面的关系成立：

P{w\d) = £ P(z\d)P(w\z) (18.7)
z
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这里概率分布P[w\z）表示话题z生成单词w的概率。

概率分布P（w|^）也存在于M维空间中的（M - 1）单纯形之中。如果有K个话 

题，那么就有K个概率分布P®|zQ, k = l,2「..，K,由（M —1）单纯形上的K个 

点表示（参照图18.5）。以这K个点为顶点，构成一个（K-1）单纯形，称为话题单纯 

形。话题单纯形是单词单纯形的子单纯形。参阅图18.5。

从式（18.7）知，生成模型中文本的分布P（w\d）可以由K个话题的分布 

P（MzQ, k = ,K,的线性组合表示，文本对应的点就在K个话题的点构

成的（K - 1）话题单纯形中。这就是生成模型的几何解释。注意通常K《M,概率 

潜在语义模型存在于一个相对很小的参数空间中。图18.5中显示的是"=3, K = 3 

时的情况。当K = 2时话题单纯形是一个线段，当K = 1时话题单纯形是一个点。

3 .与潜在语义分析的关系

概率潜在语义分析模型（共现模型）可以在潜在语义分析模型的框架下描述。 

图18.6显示潜在语义分析，对单词-文本矩阵进行奇异值分解得到X = UUVT,其中 

。和卜为正交矩阵，E为非负降序对角矩阵（参照第17章）。

图18.6 概率潜在语义分析与潜在语义分析的关系

共现模型（18.5）也可以表示为三个矩阵乘积的形式。这样，概率潜在语义分析与 

潜在语义分析的对应关系可以从中看得很清楚。下面是共现模型的矩阵乘积形式：

X' = UXV/t

X, = [P(w? d)]MxN

U，= [P(w|z)]MxX

£，= [P(Z)]KxK

V = [P(d|z)〕NxK

(18.8)

概率潜在语义分析模型（18.8）中的矩阵U和口是非负的、规范化的，表示条件 

概率分布，而潜在语义分析模型中的矩阵。和/是正交的，未必非负，并不表示概率 

分布。
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18.2概率潜在语义分析的算法

概率潜在语义分析模型是含有隐变量的模型，其学习通常使用EM算法。本节介 

绍生成模型学习的EM算法。

EM算法是一种迭代算法，每次迭代包括交替的两步：E步，求期望；M步，求极 

大。E步是计算Q函数，即完全数据的对数似然函数对不完全数据的条件分布的期 

望。M步是对Q函数极大化，更新模型参数。详细介绍见第9章。下面叙述生成模型 

的EM算法。

设单词集合为W = ｛皿出2,…，切同｝，文本集合为D = ｛见见♦ • ,,而｝，话 

题集合为Z = ｛次,？2,…，zk｝。给定单词-文本共现数据T = ｛n（Wi,dj）｝ =

,M, j = 1,2,…，N,目标是估计概率潜在语义分析模型（生成模型）的 

参数。如果使用极大似然估计，对数似然函数是

M NTE n(wi)%) log P(wi,dj) 

i=l j=l

M NEE 72 Mdl) log 
2=1 j = l

[£尸（她隘）尸（迎同）] 

k=l

但是模型含有隐变量，对数似然函数的优化无法用解析方法求解，这时使用EM算法。 

应用EM算法的核心是定义Q函数。

E步：计算Q函数

Q函数为完全数据的对数似然函数对不完全数据的条件分布的期望。针对概率潜 

在语义分析的生成模型，Q函数是

K I N
q = £ {£m%)[iogp(d力 

k=l I j=l

nlwiCj)
P(?k dj)

(18.9)

logP(她 |zk)P(2k|dj)

M
式中九（d,） = E^n（Wi,dj）表示文本中的单词个数，表示单词贴在文本 

曲中出现的枝贰 条件概率分布口%|她区）代表不完全数据，是已知变量。条件概 

率分布P（他|年）和P（%属）的乘积代表完全数据，是未知变量。

由于可以从数据中直接统计得出P（2・）的估计，这里只考虑P（奶|次），P（纵属） 

的估计，可将Q函数简化为函数Q，
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M N K
Qr = ££九(孙应)⑵加㈤1闻勤P%|d/ (18.10)

i=l j = l k=l

Q'函数中的P(〃|奶,6)可以根据贝叶斯公式计算

P(zM4)="爪㈤ (18.11)

k=l

其中P{zk\d3)和P(她|次)由上一步迭代得到。

M步：极大化Q函数。

通过约束最优化求解Q函数的极大值，这时P(zM4)和P(她|zQ是变量。因为 

变量P(奶质)，P(zM心)形成概率分布，满足约束条件

M
£/奶|%)=1, k = 1,2,.. .
i=l

K

(次属)= 1, j = L2)…、N

k=l

应用拉格朗日法，引入拉格朗日乘子f和P"定义拉格朗日函数小

K M N K
d = Q' + £ 几(1 一 £「(姐|加)+ £ (1 一 £ p⑵禺)) 

k=l i=l j=\ k=l

将拉格朗日函数A分别对P{wi\Zk)和P{zk\d^求偏导数，并令其等于0,得到下面 

的方程组

N
)[n(w/)dj)P(?k\ w%)dj) — Tk。(切°|^fc) =。)— 1)2, , , • , A/; k = 1)2,♦…,K 

3=1
M
£ n(wi)dj) P(Zk\"i'dj) - pjP(Zk\dj) = 0, 1 = 1,2,…，N; k = 1,2r • ,K 
E=1

解方程组得到M步的参数估计公式：

N
£ n(wi, dj)P(Zk\wi,dj)

P(她 |zQ = 乂 片:----------------------------------- (18.12)

EE72(Wm)dj)P(?k |仅m, dj)

m=l j=l
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P(zk\dj)=

M
£ n{wi, dj)P(Zk\wi)dj) 

2=1
na)

(18.13)

总结有下面的算法：

算法18.1 （概率潜在语义模型参数估计的EM算法）

输入：设单词集合为W = ｛wi, w25 • • • 文本集合为D = ｛心见…，而｝，

话题集合为 Z = ｛21芦2, ,…，2k｝，共现数据｛n（Wi.dj）｝ = 1,2,-- = 1,

2,…）N；

输出：P｛u）i\zk）和 P（zk\dj）o

（1）设置参数P（皿|年）和P｛zk\dj）的初始值。

（2）迭代执行以下E步，M步，直到收敛为止。

E步・
o/l .A /奶廊）P（班㈤

义口奶1次）。（班同） 

k=i

M步：

N
£九(姐@)?(乐冈,dj)

P(她厮)=言今-----------------------EE九("dj)P(Zk 1Mm, dj) 
m=l j=l

M
£ n(Wi)dj)PE\wm dj)

~~西——

本章概要

1 .概率潜在语义分析是利用概率生成模型对文本集合进行话题分析的方法。概率 

潜在语义分析受潜在语义分析的启发提出，两者可以通过矩阵分解关联起来。

给定一个文本集合，通过概率潜在语义分析，可以得到各个文本生成话题的条件 

概率分布，以及各个话题生成单词的条件概率分布。

概率潜在语义分析的模型有生成模型，以及等价的共现模型。其学习策略是观测 

数据的极大似然估计，其学习算法是EM算法。
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2 .生成模型表示文本生成话题，话题生成单词，从而得到单词■文本共现数据的过 

程；假设每个文本由一个话题分布决定，每个话题由一个单词分布决定。单词变量仪 

与文本变量d是观测变量话题变量N是隐变量。生成模型的定义如下：

F(T) = 口
(孙d)

P(w)d) = P(d)P(w\d) = P(d) ^2 P{z\d)P［w\z) 

z

3 .共现模型描述文本单词共现数据拥有的模式。共现模型的定义如下：

P(T) = 口 P(w,d)n(w⑷

(孙d)

P(w, d) = P(z)P(Mz)P(d|z) 
z€Z

4 .概率潜在语义分析的模型的参数个数是O(M・K + N・K)。现实中K《M, 

所以概率潜在语义分析通过话题对数据进行了更简洁地表示，实现了数据压缩。

5 .模型中的概率分布P(w\d)可以由参数空间中的单纯形表示。M维参 

数空间中，单词单纯形表示所有可能的文本的分布，在其中的话题单纯形表示在K个 

话题定义下的所有可能的文本的分布。话题单纯形是单词单纯形的子集，表示潜在语义 

空间。

6 .概率潜在语义分析的学习通常采用EM算法。通过迭代学习模型的参数，P(w\z) 

和P(z|d),而P(d)可直接统计得出。

继续阅读

概率潜在语义分析的原始文献有［l-3jo在文献［4］中，作者讨论了概率潜在语义 

分析与非负矩阵分解的关系。

习 题

18.1 证明生成模型与共现模型是等价的。

18.2 推导共现模型的EM算法。

18.3 对以下文本数据集进行概率潜在语义分析。
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第19章马尔可夫链蒙特卡罗法

蒙特卡罗法(Monte Carlo method),也称为统计模拟方法(statistical simulation 
method),是通过从概率模型的随机抽样进行近似数值计算的方法。马尔可夫链 

蒙特卡罗法(Markov Chain Monte Carlo, MCMC),则是以马尔可夫链(Markov 
chain)为概率模型的蒙特卡罗法。马尔可夫链蒙特卡罗法构建一个马尔可夫链，使其 

平稳分布就是要进行抽样的分布，首先基于该马尔可夫链进行随机游走，产生样本的 

序列，之后使用该平稳分布的样本进行近似数值计算。

Metropolis-Hastings算法是最基本的马尔可夫链蒙特卡罗法，Metropolis等人在 

1953年提出原始的算法，Hastings在1970年对之加以推广，形成了现在的形式。吉 

布斯抽样(Gibbs sampling)是更简单、使用更广泛的马尔可夫链蒙特卡罗法，1984 
年由S. Geman和D. Geman提出。

马尔可夫链蒙特卡罗法被应用于概率分布的估计、定积分的近似计算、最优化问 

题的近似求解等问题，特别是被应用于统计学习中概率模型的学习与推理，是重要的 

统计学习计算方法。

本章首先在19.1节介绍一般的蒙特卡罗法，在19.2节介绍马尔可夫链，然后 

在19.3节叙述马尔可夫链蒙特卡罗的一般方法，最后在19.4节和19.5节分别讲述 

Metropolis-Hastings算法和吉布斯抽样。

19.1 蒙特卡罗法

本节介绍一般的蒙特卡罗法在随机抽样、数学期望估计、定积分计算的应用。马 

尔可夫链蒙特卡罗法是蒙特卡罗法的一种方法。

19.1.1 随机抽样

统计学和机器学习的目的是基于数据对概率分布的特征进行推断，蒙特卡罗法要 

解决的问题是，假设概率分布的定义已知，通过抽样获得概率分布的随机样本，并通 
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过得到的随机样本对概率分布的特征进行分析。比如，从样本得到经验分布，从而估 

计总体分布；或者从样本计算出样本均值，从而估计总体期望。所以蒙特卡罗法的核 

心是随机抽样 (random sampling)。

一般的蒙特卡罗法有直接抽样法、接受-拒绝抽样法、重要性抽样法等。接受-拒绝 

抽样法、重要性抽样法适合于概率密度函数复杂(如密度函数含有多个变量，各变量 

相互不独立，密度函数形式复杂)，不能直接抽样的情况。

这里介绍接受-拒绝抽样法(accept-reject sampling method) o假设有随机变量 

力，取值其概率密度函数为以为。目标是得到该概率分布的随机样本，以对这 

个概率分布进行分析。

接受-拒绝法的基本想法如下。假设p(n)不可以直接抽样。找一个可以直接抽样 

的分布，称为建议分布(proposal distribution) □假设q(i)是建议分布的概率密度函

数，并且有q(c)的c倍一定大于等于汉为，其中c > 0,如图19.1所示(详见文前彩

图)。按照鼠力)进行抽样，假设得到结果是二,再按照的比例随机决定是否接 
cq[x*)

受x*。直观上,落到M/*)范围内的就接受(绿色)，落到汉二)范围外的就拒绝(红

色)。接受-拒绝法实际是按照p(i)的涵盖面积(或涵盖体积)占,(，)的涵盖面积(或 

涵盖体积)的比例进行抽样。

接受-拒绝法的具体算法如下。

算法19.1 (接受-拒绝法)

输入：抽样的目标概率分布的概率密度函数0(2);
输出:概率分布的随机样本• • • ,1注。

参数：样本数几

(1)选择概率密度函数为q(/)的概率分布，作为建议分布，使其对任一 I满足 

cq(i)》p(c),其中 c > 0o
(2)按照建议分布q(i)随机抽样得到样本I*,再按照均匀分布在(0,1)范围内抽 

样得到明

(3)如果〃 W上口，则将/作为抽样结果；否则，回到步骤(2)。
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(4)直至得到TL个随机样本，结束。

接受-拒绝法的优点是容易实现，缺点是效率可能不高。如果0(乃的涵盖体积占 

&(/)的涵盖体积的比例很低，就会导致拒绝的比例很高，抽样效率很低。注意，一般 

是在高维空间进行抽样，即使p(%)与cgQ)很接近，两者涵盖体积的差异也可能很 

大(与我们在三维空间的直观不同)。

19.1.2 数学期望估计

一般的蒙特卡罗法，如直接抽样法、接受-拒绝抽样法、重要性抽样法，也可以用 

于数学期望估计(estimation of mathematical expectation)。假设有随机变量取 

值其概率密度函数为汉乃，”为为定义在木上的函数，目标是求函数/(乃 

关于密度函数pQ)的数学期望与⑺,3)]。

针对这个问题，蒙特卡罗法按照概率分布pg)独立地抽取几个样本劣1/2,…，，门， 

比如用以上的抽样方法，之后计算函数/(/)的样本均值筋

n

3= [£/(◎) (191)
i=l

作为数学期望与⑺[/(，)]的近似值。

根据大数定律可知，当样本容量增大时，样本均值以概率1收敛于数学期望：

fn T EpQ)[/(%)], n-^oo (19.2)

这样就得到了数学期望的近似计算方法：

I n
Ep(Q)[/(%)]弋 一 £ /(g) (19.3)

n i=l

19.1.3 积分计算

一般的蒙特卡罗法也可以用于定积分的近似计算，称为蒙特卡罗积分(Monte 
Carlo integration)。假设有一个函数h[x},目标是计算该函数的积分

/ h (劣)dx
J x

如果能够将函数机乃分解成一个函数/3)和一个概率密度函数P3)的乘积的 

形式，那么就有
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'h(J?) dx = / / Q)p ⑺ d/= EpQ) [/(/)] 
* J x

(19.4)

于是函数九Q)的积分可以表示为函数/(/)关于概率密度函数pQ)的数学期望。实 

际上，给定一个概率密度函数pQ),只要取f(c)= 黑，就可得式(19.4)o就是说, 

任何一个函数的积分都可以表示为某一个函数的数学期望的形式。而函数的数学期望 

又可以通过函数的样本均值估计。于是，就可以利用样本均值来近似计算积分。这就 

是蒙特卡罗积分的基本想法。

r ]
' h (幻 dx = Ep(x)[/(/)] « /(0)
* i=l

(19.5)

例19・1 ①用蒙特卡罗积分法求/ e—//2di
Jo

解 令/Q) = e-//2
0 ⑺=1 (0 < j; < 1)

也就是说，假设随机变量/在(0,1)区间遵循均匀分布。

使用蒙特卡罗积分法，如图19.2所示，在(0,1)区间按照均匀分布抽取10个随机 

样本21出2,…，210。计算样本的函数均值/1O

人 1 10人=而£
i=l

e-琮/2 = 0.832

也就是积分的近似。随机样本数越大，计算就越精确。

①例 19.1 〜例 19.2 来自 Jar ad Niemi 0
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例19.2用蒙特卡罗积分法求/00 ］房exp (于)也。

解令f⑸=①

0（优）=高exP （子）

P⑺ 是标准正态分布的密度函数。

使用蒙特卡罗积分法，按照标准正态分布在区间(-00,00)抽样s门， 

取其平均值，就得到要求的积分值。当样本增大时，积分值趋于0。 ■

本章介绍的马尔科夫链蒙特卡罗法也适合于概率密度函数复杂，不能直接抽样的 

情况，旨在解决一般的蒙特卡罗法，如接受-拒绝抽样法、重要性抽样法，抽样效率不 

高的问题。一般的蒙特卡罗法中的抽样样本是独立的，而马尔可夫链蒙特卡罗法中的 

抽样样本不是独立的，样本序列形成马尔科夫链。

19.2 马尔可夫链

本节首先给出马尔可夫链的定义，之后介绍马尔可夫链的一些性质。马尔可夫链 

蒙特卡罗法用到这些性质。

19.2.1 基本定义

定义19.1 (马尔可夫链) 考虑一个随机变量的序列X = {X。, X，.♦ • , X" ♦.♦ 
这里及 表示时刻t的随机变量，1=0,"2,・・。每个随机变量XN± = 0J2…)的 

取值集合相同，称为状态空间，表示为S。随机变量可以是离散的，也可以是连续的。 

以上随机变量的序列构成随机过程(stochastic process )。

假设在时刻0的随机变量X。遵循概率分布P(Xo) = 7T0,称为初始状态 

分布。在某个时刻121的随机变量Xt与前一个时刻的随机变量X~i之间 

有条件分布P(羽如果X%只依赖于Xji，而不依赖于过去的随机变量 

{Xo,Xi,・一，Xj2}，这一性质称为马尔可夫性，即

P(Xt\XQ, Xi,….X ~i) = P(Xt|Xji),力=1,2，♦… (19.6)

具有马尔可夫性的随机序列X = {Xo,Xb --，X3・・}称为马尔可夫链(Markov 

chain ),或马尔可夫过程(Markov process )。条件概率分布P(X1|Xt_i)称为马尔可 

夫链的转移概率分布。转移概率分布决定了马尔可夫链的特性。
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马尔可夫性的直观解释是“未来只依赖于现在（假设现在已知），而与过去无关”。 

这个假设在许多应用中是合理的。

若转移概率分布P（X"X『1）与t无关,即

尸(M+s|Xi+s) = P(XJX-I),1=12 …；S = 1,2,… (19.7)

则称该马尔可夫链为时间齐次的马尔可夫链（time homogenous Markov chain） o本 

书中提到的马尔可夫链都是时间齐次的。

以上定义的是一阶马尔可夫链，可以扩展到几阶马尔可夫链，满足八阶马尔可夫性

P(X"XoXi …XyXi) = P(Xt\Xt^n …XyXi) (19.8)

本书主要考虑一阶马尔可夫链。容易验证九阶马尔可夫链可以转换为一阶马尔可夫链。

19.2.2 离散状态马尔可夫链

1 .转移概率矩阵和状态分布

离散状态马尔可夫链X = {Xo,Xi,...随机变量X[ & = 0,1,2,...） 

定义在离散空间S,转移概率分布可以由矩阵表示。

若马尔可夫链在时刻9-1）处于状态，，在时刻土移动到状态心将转移概率记作

Pij = (X1=，|X-1 =j， 2 = 1,2/一 ; ，= 1,2, ♦・• (19.9)

满足

Pij20）〉I。.—1
i

马尔可夫链的转移概率可以由矩阵表示，即

Pll P12 P13

P21 P22 P23

P31 P32 P33

(19.10)

称为马尔可夫链的转移概率矩阵，转移概率矩阵P满足条件20, fpij = lo满足 

i
这两个条件的矩阵称为随机矩阵（stochastic matrix） o注意这里矩阵列元素之和为1。



19.2马尔可夫链 357

考虑马尔可夫链* = {Xo,Xi,・・.— }在时刻方(力=0,1,2,・・.)的概率分 

布，称为时刻力的状态分布，记作

7T1⑴

万⑴=汗 2(£) (19.11)
■ ♦ ■ ■

其中窗⑴表示时刻t状态为i的概率P(Xt = i),

7Fi(t) = P(Xt = i), 2 = 1,2,…

特别地，马尔可夫链的初始状态分布可以表示为

乃1(。)

7T(0) = 7T2(0) (19.12)

其中方(0)表示时刻0状态为i的概率P(Xo = ?)o通常初始分布7T(0)的向量只有一 

个分量是1,其余分量都是0,表示马尔可夫链从一个具体状态开始。

有限离散状态的马尔可夫链可以由有向图表示。结点表示状态，边表示状态之间 

的转移，边上的数值表示转移概率。从一个初始状态出发，根据有向边上定义的概率 

在状态之间随机跳转(或随机转移)，就可以产生状态的序列。马尔可夫链实际上是刻 

画随时间在状态之间转移的模型，假设未来的转移状态只依赖于现在的状态，而与过 

去的状态无关。

下面通过一个简单的例子给出马尔可夫链的直观解释。假设观察某地的天气，按 

日依次是“晴，雨，晴，晴，晴，雨，晴……”，具有一定的规律。马尔可夫链可以刻画 

这个过程。假设天气的变化具有马尔可夫性，即明天的天气只依赖于今天的天气，而 

与昨天及以前的天气无关。这个假设经验上是合理的，至少是现实情况的近似。具体 

地，比如，如果今天是晴天，那么明天是晴天的概率是0.9,是雨天的概率是0.1；如果 

今天是雨天，那么明天是晴天的概率是0.5,是雨天的概率也是0.5。图19.3表示这个 

马尔可夫链。基于这个马尔可夫链，从一个初始状态出发，随时间在状态之间随机转 

移，就可以产生天气的序列，可以对天气进行预测。

下面看一个马尔可夫链应用的例子。自然语言处理、语音处理中经常用到语言模 

型(language model),是建立在词表上的n阶马尔可夫链。比如，在英语语音识别 

中，语音模型产生出两个候选："How to recognize speech"与"How to wreck a nice
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beach”①，要判断哪个可能性更大。显然从语义的角度前者的可能性更大，语言模型 

可以帮助做出这个判断。

将一个语句看作是一个单词的序列3"2 ••・"$，目标是计算其概率。同一个语句 

很少在语料中重复多次出现，所以直接从语料中估计每个语句的概率是困难的。语言 

模型用局部的单词序列的概率，组合计算出全局的单词序列的概率，可以很好地解决 

这个问题。

假设每个单词只依赖于其前面出现的单词，也就是说单词序列具有马尔可夫性, 

那么可以定义一阶马尔可夫链，即语言模型，如下计算语句的概率。

P（w1w2 • • • Ws）

=P（W1）P（W2|W1）P（W3|W1W2）• • • P{Wi\w^W2 ・・・她—1）…P（WS\W1U）2 ・・・ Ws-i）

=P（W1）P（W2|W1）P（W3|W2）• • - P。*—）・・・ F（WS|WS,1）

这里第三个等式基于马尔可夫链假设。这个马尔可夫链中，状态空间为词表，一个位 

置上单词的产生只依赖于前一个位置的单词，而不依赖于更前面的单词。以上是一阶 

马尔可夫链，一般可以扩展到n阶马尔可夫链。

语言模型的学习等价于确定马尔可夫链中的转移概率值，如果有充分的语料，转 

移概率可以直接从语料中估计。直观上，“wreck a nice"出现之后，下面出现“beach" 
的概率极低，所以第二个语句的概率应该更小，从语言模型的角度看第一个语句的可 

能性更大。

马尔可夫链X在时刻t的状态分布，可以由在时刻U - 1）的状态分布以及转移 

概率分布决定

7T⑴=P7T（t ~ 1） （19.13）

这是因为

①这两句英文的发音相近，但后者语义不可解释。
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须⑴=P[Xt = i)

=£P(Xt = i\Xt^ = = m)

m

=)[PimKm(t ~ 1) 
m

马尔可夫链在时刻力的状态分布，可以通过递推得到。事实上，由式(19.13)

7T(t) = P7F(t _ 1) = P(P7T(t — 2)) = P2Mt — 2)

递推得到

7r ⑴=Pt7r(0) (19.14)

这里的pt称为t步转移概率矩阵，

玛=P(Xt = i\X0 = j)

表示时刻0从状态j出发，时刻t达到状态i的t步转移概率。P也是随机矩阵。式 

(19.14)说明，马尔可夫链的状态分布由初始分布和转移概率分布决定。

对图19.3中的马尔可夫链，转移矩阵为

0.9 0.5 
P =

0.1 0.5

如果第一天是晴天的话，其天气概率分布(初始状态分布)如下：

1
7T(0)= 

0

根据这个马尔可夫链模型，可以计算第二天、第三天及之后的天气概率分布(状态 

分布)。

0.9 0.5
7T（1） = PtF（0）=

0.1 0.5

1

0

7T（2） = P27T（0）=

-| 2
0.9 0.5

0.1 0.5

0.9

0.1

0.86

0.14

1

0
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2 .平稳分布

定义19.2 (平稳分布) 设有马尔可夫链* = 其状态空

间为S,转移概率矩阵为P =出力如果存在状态空间5上的一个分布

“1
7T = %2

♦ 
■ ■ 

使得

7T = Ptt (19.15)

则称7T为马尔可夫链X = {Xo,Xb--X“-}的平稳分布。

直观上，如果马尔可夫链的平稳分布存在，那么以该平稳分布作为初始分布，面 

向未来进行随机状态转移，之后任何一个时刻的状态分布都是该平稳分布。

引理19.1 给定一个马尔可夫链X = {Xo,Xi,…，X力…},状态空间为S,转 

移概率矩阵为P =(3力，则分布7T =(7Ti,7T2U • ♦产为X的平稳分布的充分必要条件 

是汗=(7T1,万2,…),是下列方程组的解：

=)： 岔j))=1,2，♦… (19.16)
3

(19.17)

£ 0 = 1 (19.18)
i

证明必要性。假设7T =(汗1/2,…)T是平稳分布，显然满足式(19.17)和 

式(19.18)O 又
万£ =〉: Pij^j ? 〃 = 1,2)

3

即7F =(开1,汗2)…),满足式(19.16)o

充分性。由式(19.17)和式(19.18)知7T =(江1,开2,…),是一概率分布。假设 

7F =(万1,万21・・),为Xt的分布，则

P(Xt = i) = 7Tj =>[pij%—+>”("1=力”12・一 

3 j

TV =(7Fi,7r2, ' - ')T也为X—的分布。事实上这对任意t成立。所以7T =(万1,穴2,, 
是马尔可夫链的平稳分布。

引理19.1给出一个求马尔可夫链平稳分布的方法。
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例19・3设有图19.4所示马尔可夫链，其转移概率矩阵为

P =

1/2 1/2 1/4

1/4 0 1/4

1/4 1/2 1/2

求其平稳分布。

解 设平稳分布为7T =(力1,12,力3尸，则由式(19.16)〜式(19.18)有

1 1 1
叫=5叫+产+正3 

乙 乙 Q

1 1
h 34 4

1 1 1
= ~7X1 + 7T力2 +三13

71 + © + 13 = 1

g20) z = 1,2,3

解方程组，得到唯一的平稳分布

7T = (2/5 1/5 2/5)t

例19・4设有图19.5所示马尔可夫链，其转移概率分布如下，求其平稳分布。

1 1/3 0

0 1/3 0

0 1/3 1
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1/3 1/3

1 1/3 1

图19.5 马尔可夫链例

解 这个马尔可夫链的平稳分布并不唯一，tt = (3/4 0 1/4产，开=(2/3 0 1/3)T
等皆为其平稳分布。 ■

马尔可夫链可能存在唯一平稳分布，无穷多个平稳分布，或不存在平稳分布①。

19.2.3 连续状态马尔可夫链

连续状态马尔可夫链X = {Xo,Xi,…，…},随机变量Xt(1 = 0,l,2,…)定 

义在连续状态空间S,转移概率分布由概率转移核或转移核(transition kernel)表示。

设5是连续状态空间，对任意的％ e&AuS,转移核P(%4)定义为

P(% 4)= [ p(* y)dy (19.19)
JA

其中pQ,・)是概率密度函数，满足p(%, ・)》0, P(%,S) = / p(x,y)dy = lo转移

核P0 A)表示从7 ~ A的转移概率 5

P (Xt =川X1 = 2)= P(x, A) (19.20)

有时也将概率密度函数pQ,・)称为转移核。

若马尔可夫链的状态空间5上的概率分布汗3)满足条件

?r(g) = J p(3c,y)7v(x)da:, Vy € 5 (19.21)

则称分布tfQ)为该马尔可夫链的平稳分布。等价地，

乃缶)=[P(% j4)7T(N)dc, VA C S (19.22)

①当离散状态马尔可夫链有无穷个状态时，有可能没有平稳分布。
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或简写为

7r = Pty (19.23)

19.2.4 马尔可夫链的性质

以下介绍离散状态马尔可夫链的性质。可以自然推广到连续状态马尔可夫链。

1.不可约

定义19.3 (不可约) 设有马尔可夫链X = {Xo,X"・・・•卜 状态空间为 

S 对于任意状态ij 6 S,如果存在一个时刻认t > 0)满足

P (X± = i\XQ = j) > 0 (19.24)

也就是说，时刻。从状态，出发，时刻力到达状态，的概率大于0,则称此马尔可夫 

链X是不可约的(irreducible ),否则称马尔可夫链是可约的(reducible )。

直观上，一个不可约的马尔可夫链，从任意状态出发，当经过充分长时间后，可 

以到达任意状态。例19.3中的马尔可夫链是不可约的，例19.5中的马尔可夫链是可 

约的。

例19.5图19.6所示马尔可夫链是可约的。

图19.6 马尔可夫链例

解转移概率矩阵

0 1/2 0

1 0 0

0 1/2 1

平稳分布7F = (0 0 l)To此马尔可夫链，转移到状态3后，就在该状态上循环跳转, 

不能到达状态1和状态2,最终停留在状态3o ■

2.非周期

定义19.4 (非周期) 设有马尔可夫链X = {X°,Xi,・・・・,卜状态空间 
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为S 对于任意状态，eS,如果时刻0从状态，出发，力时刻返回状态的所有时间

{t : P(Xt = i I Xo = z) > 0}的最大公约数是1,则称此马尔可夫链X是非周期 

的(aperiodic ),否则称马尔可夫链是周期的(periodic )。

直观上，一个非周期性的马尔可夫链，不存在一个状态，从这一个状态出发，再返 

回到这个状态时所经历的时间长呈一定的周期性。例19.3中的马尔可夫链是非周期 

的，例19.6中的马尔可夫链是周期的。

例19.6图19.7所示的马尔可夫链是周期的。

图19.7 马尔可夫链例

解转移概率矩阵

0 0 1
1 0 0
0 1 0

其平稳分布是7T = (1/3 1/3 1/3产。此马尔可夫链从每个状态出发，返回该状态的 

时刻都是3的倍数，{3,6,9),具有周期性，最终停留在每个状态的概率都为1/30 ・

定理19.2 不可约且非周期的有限状态马尔可夫链，有唯一平稳分布存在。

3 .正常返

定义19.5 (正常返) 设有马尔可夫链乂 = {X0,XiX打…卜状态空间为 

S,对于任意状态i.j G S,定义概率p%为时刻0从状态j出发，时刻t首次转移 

到状态，的概率,即由=P(X1 = 1,2,… 二一1|X0 =/)< = 1,2,…。

若对所有状态,都满足lim p - - > 0,则称马尔可夫链X是正常返的(positive t—>oo J
recurrent)。

直观上，一个正常返的马尔可夫链，其中任意一个状态，从其他任意一个状态出 

发，当时间趋于无穷时，首次转移到这个状态的概率不为0o例19.7中的马尔可夫链 

根据不同条件是正常返的或不是正常返的。

例19.7图19.8所示无限状态马尔可夫链，当p>q时是正常返的，当p W q不 

是正常返的。
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p+q=i

图19.8 马尔可夫链例

解转移概率矩阵

p p 0 0

q 0 p 0

0 q 0 p

0 0 q 0

一

当p〉q时，平稳分布是

I I 1 f 7 7 7
\p/ \ p J

当时间趋于无穷时，转移到任何一个状态的概率不为0,马尔可夫链是正常返的。

当p W q时，不存在平稳分布，马尔可夫链不是正常返的。 ■

定理19.3 不可约、非周期且正常返的马尔可夫链，有唯一平稳分布存在。

4 .遍历定理

下面叙述马尔可夫链的遍历定理。

定理19.4 （遍历定理） 设有马尔可夫链X = {Xo,Xi,・・・・•卜状态空间 

为S,若马尔可夫链X是不可约、非周期且正常返的，则该马尔可夫链有唯一平稳分 

布7T =（41,万2,…）]，并且转移概率的极限分布是马尔可夫链的平稳分布

lim P[Xt = z|Xq = j）=开4，=12 …；J = 12 … （19.25）
t—^OQ

若〃X）是定义在状态空间上的函数，&< oc,贝

P{ft-

这里
人 

ft 二

今耳4〃X)]} = 1 (19.26)

= 
‘ 0—1
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&[/(X)] = £/(，凡 是/(X)关于平稳分布7T =(9%…)T的数学期望，式 

(19.26)表示‘

[too (19.27)

几乎处处成立或以概率1成立。

遍历定理的直观解释：满足相应条件的马尔可夫链，当时间趋于无穷时，马尔可 

夫链的状态分布趋近于平稳分布，随机变量的函数的样本均值以概率1收敛于该函数 

的数学期望。样本均值可以认为是时间均值，而数学期望是空间均值。遍历定理实际 

表述了遍历性的含义：当时间趋于无穷时，时间均值等于空间均值。遍历定理的三个 

条件：不可约、非周期、正常返，保证了当时间趋于无穷时达到任意一个状态的概率 

不为Oo

理论上并不知道经过多少次迭代，马尔可夫链的状态分布才能接近于平稳分布, 

在实际应用遍历定理时，取一个足够大的整数加，经过加次迭代之后认为状态分布 

就是平稳分布，这时计算从第巾+ 1次迭代到第八次迭代的均值，即

1
n — m

n
人

Ef =
£ f(0)

2 = 7714-1

(19.28)

称为遍历均值。

5 .可逆马尔可夫链

定义19.6 (可逆马尔可夫链) 设有马尔可夫链* = {Xo,Xi,…，X” ••卜状 

态空间为S,转移概率矩阵为P,如果有状态分布7T=(万1/2, •-)T，对于任意状态 

G S,对任意一个时刻t满足

P(Xt = i\Xt^ = j)/=P(X1 = j\Xt = Mi) V = 12 … (19.29)

或简写为

Pji穴j = PijKi, 3 j = 1, 2, ♦一 (19.30)

则称此马尔可夫链X为可逆马尔可夫链(reversible Markov chain ),式(19.30)称为 

细致平衡方程(detailed balance equation )。

直观上，如果有可逆的马尔可夫链，那么以该马尔可夫链的平稳分布作为初始 

分布，进行随机状态转移，无论是面向未来还是面向过去，任何一个时刻的状态分布 

都是该平稳分布。例19.3中的马尔可夫链是可逆的，例19.8中的马尔可夫链是不可 

逆的。
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例19.8图19.9所示马尔可夫链是不可逆的。

图19.9 马尔可夫链例

1/4

解转移概率矩阵

1/4 1/2 1/4
1/4 0 1/2
1/2 1/2 1/4

平稳分布7T = （8/25 7/25 2/5）To不满足细致平稳方程。 ■

定理19.5 （细致平衡方程） 满足细致平衡方程的状态分布7F就是该马尔可夫链

的平稳分布。即

PtV = 7T

证明事实上

(P万)，=):Pij汗 j =): Pji^i =不，):Pji =不送 ，= 1:2),一 

3 3 J
(19.31)

定理19.5说明，可逆马尔可夫链一定有唯一平稳分布，给出了一个马尔可夫链有 

平稳分布的充分条件（不是必要条件）。也就是说，可逆马尔可夫链满足遍历定理19.4 
的条件。

19.3 马尔可夫链蒙特卡罗法

19.3.1 基本想法

假设目标是对一个概率分布进行随机抽样，或者是求函数关于该概率分布的数学 

期望。可以采用传统的蒙特卡罗法，如接受-拒绝法、重要性抽样法，也可以使用马尔 
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可夫链蒙特卡罗法。马尔可夫链蒙特卡罗法更适合于随机变量是多元的、密度函数是 

非标准形式的、随机变量各分量不独立等情况。

假设多元随机变量2，满足1 e 其概率密度函数为pg）, /（乃为定义在 

①e之上的函数，目标是获得概率分布汉乃的样本集合，以及求函数/（乃的数学期 

望与⑺[/（叫。

应用马尔可夫链蒙特卡罗法解决这个问题。基本想法是：在随机变量]的状态空 

间S上定义一个满足遍历定理的马尔可夫链X = 使其平稳

分布就是抽样的目标分布p3）。然后在这个马尔可夫链上进行随机游走，每个时刻 

得到一个样本。根据遍历定理，当时间趋于无穷时，样本的分布趋近平稳分布，样本 

的函数均值趋近函数的数学期望。所以，当时间足够长时（时刻大于某个正整数机）, 

在之后的时间（时刻小于等于某个正整数①n > m）里随机游走得到的样本集合 

{xm+uxm+2,--- ,xn}就是目标概率分布的抽样结果，得到的函数均值（遍历均值） 

就是要计算的数学期望值：

n
人

Ef = £ f(0) 
i=m+l

(19.32)
n 一 m

到时刻m为止的时间段称为燃烧期。

如何构建具体的马尔可夫链成为这个方法的关键。连续变量的时候，需要定义转 

移核函数；离散变量的时候，需要定义转移矩阵。一个方法是定义特殊的转移核函数 

或者转移矩阵，构建可逆马尔可夫链，这样可以保证遍历定理成立。常用的马尔可夫 

链蒙特卡罗法有Metropolis-Hastings算法、吉布斯抽样。

由于这个马尔可夫链满足遍历定理，随机游走的起始点并不影响得到的结果，即 

从不同的起始点出发，都会收敛到同一平稳分布。

马尔可夫链蒙特卡罗法的收敛性的判断通常是经验性的，比如，在马尔可夫链上 

进行随机游走，检验遍历均值是否收敛。具体地，每隔一段时间取一次样本，得到多 

个样本以后，计算遍历均值，当计算的均值稳定后，认为马尔可夫链已经收敛。再比 

如，在马尔可夫链上并行进行多个随机游走，比较各个随机游走的遍历均值是否接近 

一致。

马尔可夫链蒙特卡罗法中得到的样本序列，相邻的样本点是相关的，而不是独立 

的。因此，在需要独立样本时，可以在该样本序列中再次进行随机抽样，比如每隔一段 

时间取一次样本，将这样得到的子样本集合作为独立样本集合。

马尔可夫链蒙特卡罗法比接受-拒绝法更容易实现，因为只需要定义马尔可夫链, 

而不需要定义建议分布。一般来说马尔可夫链蒙特卡罗法比接受-拒绝法效率更高，没 

有大量被拒绝的样本，虽然燃烧期的样本也要抛弃。
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19.3.2 基本步骤

根据上面的讨论，可以将马尔可夫链蒙特卡罗法概括为以下三步：

(1)首先，在随机变量2的状态空间S上构造一个满足遍历定理的马尔可夫链, 

使其平稳分布为目标分布汉乃；

(2)从状态空间的某一点窃出发，用构造的马尔可夫链进行随机游走，产生样本 

序列g,优1,

(3)应用马尔可夫链的遍历定理，确定正整数机和九，(m〈n),得到样本集合 

{/加+1,£m+2,…/n}，求得函数/(啰)的均值(遍历均值)

n

Ef =——£ /(0) (19.33)
n - m 

i=m+l

就是马尔可夫链蒙特卡罗法的计算公式。

这里有几个重要问题：

(1)如何定义马尔可夫链，保证马尔可夫链蒙特卡罗法的条件成立。

(2)如何确定收敛步数小，保证样本抽样的无偏性。

(3)如何确定迭代步数0保证遍历均值计算的精度。

19.3.3 马尔可夫链蒙特卡罗法与统计学习

马尔可夫链蒙特卡罗法在统计学习，特别是贝叶斯学习中，起着重要的作用。主 

要是因为马尔可夫链蒙特卡罗法可以用在概率模型的学习和推理上。

假设观测数据由随机变量gw V表示，模型由随机变量表示，贝叶斯学习 

通过贝叶斯定理计算给定数据条件下模型的后验概率，并选择后验概率最大的模型。 

后验概率

P(布)=尸”") (19.34)

J x

贝叶斯学习中经常需要进行三种积分运算：归范化(normalization)、边缘 

化(marginalization)、数学期望(expectation)。

后验概率计算中需要归范化计算：

\ 0（g|"）0（X）d/ 
%

（19.35）
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如果有隐变量Z e 2,后验概率的计算需要边缘化计算：

0(©g)=/ P(x,z\y)dz (19.36)

如果有一个函数“为，可以计算该函数的关于后验概率分布的数学期望：

石尸(到切［/3)］ = / /(c)p(©y)di (19.37)
J x

当观测数据和模型都很复杂的时候，以上的积分计算变得困难。马尔可夫链蒙特 

卡罗法为这些计算提供了一个通用的有效解决方案。

19.4 Metropolis-Hastings 算法

本节叙述Metropolis-Hastings算法，是马尔可夫链蒙特卡罗法的代表算法。

19.4.1 基本原理

1 .马尔可夫链

假设要抽样的概率分布为目3)。Metropolis-Hastings算法采用转移核为7) 
的马尔可夫链：

p(x,x,y) = q@, (叫/') (19.38)

其中q(x, x')和a(x^x'］分别称为建议分布(proposal distribution)和接受分布 

(acceptance distribution)。

建议分布qQ,/)是另一个马尔可夫链的转移核，并且是不可约的，即其 

概率值恒不为0,同时是一个容易抽样的分布。接受分布a(%”)是

a(，R) = minh，^^4) (19.39)
I pQMQ逆,)J

这时，转移核PQ,/)可以写成

(
晨© V), 0(/)q(X,为2p(/)q(© 7)

(19.40)
q(丁此)十万,p3)q(/㈤ <p(优)qQR)

转移核为m巴丁)的马尔可夫链上的随机游走以以下方式进行。如果在时刻
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。- 1)处于状态X,即xt-i = x,则先按建议分布q(应优')抽样产生一个候选状态V, 

然后按照接受分布。(弱/)抽样决定是否接受状态V。以概率a(z,〃)接受V,决定 

时刻力转移到状态而以概率1-拒绝决定时刻力仍停留在状态7。具 

体地，从区间(0,1)上的均匀分布中抽取一个随机数“，决定时刻力的状态。

u > a(iR)

可以证明，转移核为汉力此，)的马尔可夫链是可逆马尔可夫链(满足遍历定理), 

其平稳分布就是p(%),即要抽样的目标分布。也就是说这是马尔可夫链蒙特卡罗法的 

一个具体实现。

定理19.6由转移核(19.38)〜(19.40)构成的马尔可夫链是可逆的，即

p(①)p(11) =p(/)p(Mc) (19.41)

并且pQ)是该马尔可夫链的平稳分布。

证明 若6 = /,则式(19.41)显然成立。

设 I r I，，贝II

p(x)p(x, xf) = p(*)q3 xr) min < 1,
x) 

p(c)#H)

= min {p(N)q(©i'))0(/)q(一,i)}

=p3)q(*\ ①)min
pO)q(c4z)] 
p(W)q(i- x)?

=0(/)o(/逆)

式(19.41)成立。

由式(19.41)知,

/ p(x)p(x, xf)dx = / p(x')p(x\ a:)d:r 

=p(B) /p(“㈤d/ 

=p3)

根据平稳分布的定义(19.21), pQ)是马尔可夫链的平稳分布。
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2 .建议分布

建议分布屐与疗)有多种可能的形式，这里介绍两种常用形式。

第一种形式，假设建议分布是对称的，即对任意的N和7有

q(%/) = q(# ㈤ (19.42)

这样的建议分布称为Metropolis选择，也是Metropolis-Hastings算法最初采用的建 

议分布。这时，接受分布Q(%/)简化为

(19.43)

Metropolis选择的一个特例是q(e/)取条件概率分布p(7|c),定义为多元正态 

分布，其均值是如其协方差矩阵是常数矩阵。

Metropolis选择的另一个特例是令q(%/) = q(\x -犷|),这时算法称为随机游走

Metropolis算法。例如,

q(iR) ex exp(— 侬-x)2 

2

Metropolis选择的特点是当步与力接近时，q(力/')的概率值高，否则q(瑞穆)的 

概率值低。状态转移在附近点的可能性更大。

第二种形式称为独立抽样。假设q(l,V)与当前状态£无关，即q(2,V)=q3')。 

建议分布的计算按照q(/)独立抽样进行。此时，接受分布Q(⑨/)可以写成

aQH)=minh 里 
[W[X)

(19.44)

其中仅(/) = p(/)/q(V), w(x) =pQ)/q(c)。

独立抽样实现简单，但可能收敛速度慢，通常选择接近目标分布p(z)的分布作为 

建议分布q(/)。

3 .满条件分布

马尔可夫链蒙特卡罗法的目标分布通常是多元联合概率分布pQ)=汉的/2,,…， 
跳)，其中X =(%1,22,…，跳尸为k维随机变量。如果条件概率分布p(xi\x-i)中所有 

k 个变量全部出现，其中叼={xi,i € I}9 x-i = {xi,i 串 I}, I C K = {1,2,••• 
那么称这种条件概率分布为满条件分布(full conditional distribution) o
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满条件分布有以下性质：对任意的力避,G矛和任意的/ U K,有

0(町"一1)= oc M 
p (x) dx/

(19.45)

而且，对任意的叫/ G矛和任意的/ U K,有

p(MWL) _ p3) 

p(①加 _1) pO)
(19.46)

Metropolis-Hastings算法中，可以利用性质(19.46),简化计算，提高计算效率。具

体地，通过满条件分布概率的比 

计算。

p(MWL)
p(叫 W—1)

计算联合概率的比需，而前者更容易

例19・9设的和6的联合概率分布的密度函数为

p(1i,/2)ocexp{_g(ii _ 1)2(g — I)2

求其满条件分布。

解由满条件分布的定义有

0(力 1|22)OCpQi也2)

0C
exp {_；01 - 1)2(劣2 - 1)2

(X N(l,(①2 - 1)—2)

这里N(l,(72 - 1)—2)是均值为1,方差为(02 - 1)—2的正态分布，这时X1是变量，必 

是参数。同样可得

0的① 1) OCpOl 逆2)

oc exp

oc N(l) (2 1 一 1)—2)

19.4.2 Metropolis-Hastings 算法

算法 19.2 (Metropolis-Hastings 算法)

输入：抽样的目标分布的密度函数P(0，函数/(二)；
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输出：pQ)的随机样本1加+1/加+2,…/九，函数样本均值/nm；

参数：收敛步数巾，迭代步数九。

(1)任意选择一个初始值为0

(2)对，=12…循环执行

(a)设状态Xi-i = x,按照建议分布随机抽取一个候选状态xfo

(b)计算接受概率

(八.p(%')q(/㈤[

I ) J

(c)从区间(0,1)中按均匀分布随机抽取一个数〃。

若〃 < 则状态g = / ；否则，状态Xi = xo

(3)得到样本集合｛2团+1以团+2,…逐九｝

计算
n

fmn = ------- £ /(0)
n — m

i=m+l

19.4.3 单分量 Metropolis-Hastings 算法

在Metropolis-Hastings算法中，通常需要对多元变量分布进行抽样，有时对多元 

变量分布的抽样是困难的。可以对多元变量的每一变量的条件分布依次分别进行抽 

样，从而实现对整个多元变量的一次抽样，这就是单分量Metropolis-Hastings (single­

component Metropolis-Hastings ) 算法。

假设马尔可夫链的状态由k维随机变量表示

7 =(21,%…，加T

其中Xj表示随机变量x的第j个分量，/ = 1,2, •…，k,而力⑴表示马尔可夫链在时 

刻i的状态

①⑴=(淄,淄，…，*£))T, £= 1,2,…，九

其中xf是随机变量”)的第j个分量，2 = 12…次。

为了生成容量为n的样本集合｛/⑴逆⑵，…小⑺｝,单分量Metropolis-Hastings 

算法由下面的k步迭代实现Metropolis-Hastings算法的一次迭代。

设在第(z-1)次迭代结束时分量叼的取值为n，t),在第〃次迭代的第j•步，
J
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对分量叼根据Metropolis-Hastings算法更新，得到其新的取值/，）。首先，由建议分 

布q（W'T）,啊抽样产生分量叼的候选值名㈤，这里钟；表示在第2次迭代的第 

（j- 1）步后的钟）除去婢T）的所有值，即

理•=（若），…碎1,端 1）,…,4-1）产

其中分量1,2, 4 -I已经更新。然后，按照接受概率

/ (2—1) /(£) (£)

a。 z 
J J

x (19.47)

抽样决定是否接受候选值若）。如果吟）被接受,则令婷）=吟）;否则令7? = 
蓦”1）。其余分量在第4步不改变。马尔可夫链的转移概率为

p 瑁）=a营T）,*）|/；）q（M，T）,若）|瑁） （19.48）
\ J J J ） J J J J J J

图19.10示意单分量Metropolis-Hastings算法的迭代过程。目标是对含有两个变 

量的随机变量为进行抽样。如果变量的或22更新，那么在水平或垂直方向产生一 

个移动，连续水平和垂直移动产生一个新的样本点。注意由于建议分布可能不被接 

受，Metropolis-Hastings算法可能在一些相邻的时刻不产生移动。

19.5 吉布斯抽样

本节叙述马尔可夫链蒙特卡罗法的常用算法吉布斯抽样，可以认为是Metropolis- 
Hastings算法的特殊情况，但是更容易实现，因而被广泛使用。
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19.5.1 基本原理

吉布斯抽样（Gibbs sampling）用于多元变量联合分布的抽样和估计①。其基本做 

法是，从联合概率分布定义满条件概率分布，依次对满条件概率分布进行抽样，得到 

样本的序列。可以证明这样的抽样过程是在一个马尔可夫链上的随机游走，每一个样 

本对应着马尔可夫链的状态，平稳分布就是目标的联合分布。整体成为一个马尔可夫 

链蒙特卡罗法，燃烧期之后的样本就是联合分布的随机样本。

假设多元变量的联合概率分布为pQ） = …，跳）。吉布斯抽样从一个初

始样本力（。）=（婢）,碎）,…，嫂）尸出发,不断进行迭代，每一次迭代得到联合分布 

的一个样本”）=…也，）尸。最终得到样本序列｛/（0）,2⑴，...，£（"）｝。

在每次迭代中，依次对k个随机变量中的一个变量进行随机抽样。如果在第〃次 

迭代中，对第4个变量进行随机抽样，那么抽样的分布是满条件概率分布P（叼也曾）, 

这里 姆 表示第i次迭代中，变量j以外的其他变量。

设在第（z-1）步得到样本（比『1）,公'一1）,…此£T））T,在第。步，首先对第一个 

变量按照以下满条件概率分布随机抽样

0（况1尾T）,…声£7）

得到今£）,之后依次对第，个变量按照以下满条件概率分布随机抽样

P（%心），…，岁，/尸）），j = 2,…，k - 1

得到2，，最后对第k个变量按照以下满条件概率分布随机抽样

汉以贷）,,一以3）

得至！J堪，于是得到整体样本”）=（靖,卑，…，靖尸。

吉布斯抽样是单分量Metropolis-Hastings算法的特殊情况。定义建议分布是当 

前变量叼，j = 1）2）…,k的满条件概率分布

q=「(可*) (19.49)

这时，接受概率& = 1,

= min < 1,

min < 1,

0侬)。3,叫
p(i)q(力出，)J
p(〃t)p。，/Wt)p(叼 I = 1 p(c—DM叼 W—D J 一

(19.50)

①吉布斯抽样以统计力学奠基人吉布斯（Josiah Willard Gibbs）命名，将该算法与统计力学进行 
类比。
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这里用到 pQt) = p(耳_,)和 p( • I j) = p( • W—D。

转移核就是满条件概率分布

p（% r'） = p（xfj\x-j） （19.51）

也就是说依次按照单变量的满条件概率分布pQ'Wp）进行随机抽样，就能实现单分 

量Metropolis-Hastings算法。吉布斯抽样对每次抽样的结果都接受，没有拒绝，这一 

点和一般的Metropolis-Hastings算法不同。

这里，假设满条件概率分布双/。|力_力不为0，即马尔可夫链是不可约的。

19.5.2 吉布斯抽样算法

算法19.3 （吉布斯抽样）

输入：目标概率分布的密度函数0（乃，函数〃为；

输出：0（2）的随机样本为+1逆加+2,…，与，函数样本均值/nm；
参数：收敛步数加，迭代步数九。

（1）初始化。给出初始样本］⑼=图°）,姆）,…，：4°）产。

（2）对〃循环执行

设第（Z-1）次迭代结束时的样本为JT）=（若T）,JT）,…，年7尸，则第z 
次迭代进行如下几步操作：

（1）由满条件分布。（劣1碣T）,…，域7））抽取4）

<⑴由满条件分布p（叼……此f-D）抽取印）

、（k）由满条件分布p（胡*，，…，42i）抽取靖

得到第，次迭代值/）=（若）,斓,…，碇）尸。

（3）得到样本集合
{/（加+1））/（?72 + 2）,…小（九）}

（4）计算 n1
fmn =——3）

n — m 乙〜E=m+1

例19.10用吉布斯抽样从以下二元正态分布中抽取随机样本。

宓=（叫小2尸~0（力1逆2） 

出 2) = N(O,E))S =
1 P

1P
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解 条件概率分布为一元正态分布

0（/1|22）= N（P% （1 - P2））

0（力2比1） = N（pxi）Q- p2»

假设初始样本为力⑼=（4°\40））^通过吉布斯抽样，可以得到以下样本序歹!J：

迭代次数 对叫抽样 对X2抽样 产生样本

1 X1 〜N（P唠）,（1 一 p2））,得到短） 12 〜N(pcf), (l-p2)),得到浸) 力⑴=(V/1))T

i 阿〜N(p《l),(l-p2)),得到 4)

• *•

N2〜(l-p2)),得至ljC发
•••

1。)= (*), W")T

*•

得到的样本集合{/5+1）逆⑺+2）,…避⑺},“〈几就是二元正态分布的随机抽 

样。图19.11示意吉布斯抽样的过程。 ■

单分量Metropolis-Hastings算法和吉布斯抽样的不同之处在于，在前者算法中, 

抽样会在样本点之间移动，但其间可能在某一些样本点上停留（由于抽样被拒绝）；而 

在后者算法中，抽样会在样本点之间持续移动。

吉布斯抽样适合于满条件概率分布容易抽样的情况，而单分量Metropolis- 
Hastings 算法适合于满条件概率分布不容易抽样的情况，这时使用容易抽样的条件分 

布作建议分布。

19.5.3 抽样计算

吉布斯抽样中需要对满条件概率分布进行重复多次抽样。可以利用概率分布的性 

质提高抽样的效率。下面以贝叶斯学习为例介绍这个技巧。
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设y表示观测数据，以依z分别表示超参数、模型参数、未观测数据，2 =(以仇z), 

如图19.12所示。贝叶斯学习的目的是估计后验概率分布pQI?/),求后验概率最大的 

模型。

p3u) = 0(必仇 z|g) a p(z)g|6)p(<9|a)p(a) (19.52)

式中p(a)是超参数分布，p(J|a)是先验分布，p(z,y\0)是完全数据的分布。

图19.12 贝叶斯学习的图模型表示

现在用吉布斯抽样估计p(©9),其中y已知，x =未知。吉布斯抽样中各 

个变量的满条件分布有以下关系：

0(&何_订仇 z, y) oc p(6|a)p(a) (19.53)

P(。卅7，a,z,g)(xp(z,训。)p(6|a) (19.54)

p[zk\z-k,a,6,y)(xp(z,训6>) (19.55)

其中a—表示变量期以外的所有变量，忆 和 j 类似。满条件概率分布与若干条件 

概率分布的乘积成正比，各个条件概率分布只由少量的相关变量组成(图模型中相邻 

结点表示的变量)。所以，依满条件概率分布的抽样可以通过依这些条件概率分布的 

乘积的抽样进行。这样可以大幅减少抽样的计算复杂度，因为计算只涉及部分变量。

本章概要

1.蒙 特卡罗法是通过基于概率模型的抽样进行数值近似计算的方法，蒙特卡罗法 

可以用于概率分布的抽样、概率分布数学期望的估计、定积分的近似计算。

随机抽样是蒙特卡罗法的一种应用，有直接抽样法、接受-拒绝抽样法等。接受-拒 

绝法的基本想法是，找一个容易抽样的建议分布，其密度函数的数倍大于等于想要抽 

样的概率分布的密度函数。按照建议分布随机抽样得到样本，再按要抽样的概率分布 

与建议分布的倍数的比例随机决定接受或拒绝该样本，循环执行以上过程。
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数学期望估计是蒙特卡罗法的另一种应用，按照概率分布pQ)抽取随机变量， 

的几个独立样本，根据大数定律可知，当样本容量增大时，函数的样本均值以概率1 

收敛于函数的数学期望

启一弓⑺[/(2)],九一 oo

计算样本均值3，作为数学期望与⑺[/(乃]的估计值。

2.马 尔可夫链是具有马尔可夫性的随机过程

P(Xt|X°Xi •-X-i) = P(Xt|Xt_。，力=1,2，• —

通常考虑时间齐次马尔可夫链。有离散状态马尔可夫链和连续状态马尔可夫链，分别 

由概率转移矩阵P和概率转移核p付,y)定义。

满足7F = Rr或7T(V)= f p(x, y)7T(X)dx的状态分布称为马尔可夫链的平稳分布。

马尔可夫链有不可约性、非周期性、正常返等性质。一个马尔可夫链若是不可约、 

非周期、正常返的，则该马尔可夫链满足遍历定理。当时间趋于无穷时，马尔可夫链 

的状态分布趋近于平稳分布，函数的样本平均依概率收敛于该函数的数学期望。

lim P(Xt = 1\Xq = j) = 7Ti, 
t—>oo

:1,2，…； ) = 12・.

(刈，tTOO

可逆马尔可夫链是满足遍历定理的充分条件。

3.马 尔可夫链蒙特卡罗法是以马尔可夫链为概率模型的蒙特卡罗积分方法，其基 

本想法如下：

(1)在随机变量式的状态空间之上构造一个满足遍历定理条件的马尔可夫链，其 

平稳分布为目标分布PQ)；

(2)由状态空间的某一点Xo出发，用所构造的马尔可夫链进行随机游走，产生 

样本序列Xi , X? ' X'…；

(3)应用马尔可夫链遍历定理，确定正整数m和n(m < n),得到样本集合 

｛为+1出馆+2,…也",进行函数的均值(遍历均值)估计：

]

n - m

n
人

Ef = £ /(0)2=m+l

4. Metropolis-Hastings算法是最基本的马尔可夫链蒙特卡罗法。假设目标是对概 

率分布p(0进行抽样，构造建议分布定义接受分布进行随机游走，
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假设当前处于状态e按照建议分布q(2,M)随机抽样，按照概率a(瑞/)接受抽样, 

转移到状态V,按照概率1-a(©/)拒绝抽样，停留在状态乃持续以上操作，得到 

一系列样本。这样的随机游走是根据转移核为pQ,V) = 的可逆马尔

可夫链(满足遍历定理条件)进行的，其平稳分布就是要抽样的目标分布汉乃。

5.吉 布斯抽样(Gibbs sampling)用于多元联合分布的抽样和估计。吉布斯抽样 

是单分量Metropolis-Hastings算法的特殊情况。这时建议分布为满条件概率分布

鼠瑞宏')npQjip)

吉布斯抽样的基本做法是，从联合分布定义满条件概率分布，依次从满条 

件概率分布进行抽样，得到联合分布的随机样本。假设多元联合概率分布为 

P(/) = …，在)，吉布斯抽样从一个初始样本比⑼=(婢)，碎)，…，V),出
发，不断进行迭代，每一次迭代得到联合分布的一个样本优⑴=(4),比目,…，成)尸。 

在第。次迭代中，依次对第j•个变量按照满条件概率分布随机抽样目(叼■9,••• 
端；)，…，成T)), 4 = 1, 2,…/，得到年)。最终得到样本序列｛/⑼出⑴，…，/⑺｝。

继续阅读

马尔可夫链的介绍可见文献［l］o Metropolis-Hastings算法和吉布斯抽样的原始 

论文分别是［2, 3］。随机抽样的介绍见文献图。马尔可夫链蒙特卡罗法的介绍可以 

参阅文献［4-8］o 也可以观看 YouTube 上的视频：Mathematicalmonk, Markov Chain 
Monte Carlo (MCMC) Introductiono

19.1

习 题

用蒙特卡罗积分法求

19.2 证明如果马尔可夫链是不可约的，且有一个状态是非周期的，则其他所有 

状态也是非周期的，即这个马尔可夫链是非周期的。
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19.3 验证具有以下转移概率矩阵的马尔可夫链是可约的，但是非周期的。

■ ■
1/2 1/2 0 0

p 1/2 0 1/2 0

01/200

0 0 1/2 1

19.4 验证具有以下转移概率矩阵的马尔可夫链是不可约的，但是周期性的。

01/200

p 101/20 

01/201

001/20

19.5 证明可逆马尔可夫链一定是不可约的。

19.6 从一般的 Metropolis-Hastings 算法推导出单分量 Metropolis-Hastings 
算法。

19.7 假设进行伯努利实验，后验概率为P(U|g),其中变量g e {0,1}表示实 

验可能的结果，变量3表示结果为1的概率。再假设先验概率P网遵循Beta分 

布其中a = 1,/3 = 1；似然函数P{y\6)遵循二项分布Bin(n, 其中 

几=10次=4,即实验进行10次其中结果为1的次数为4o试用Metropolis-Hastings 

算法求后验概率分布P(e\y) oc P{0}P(y\6)的均值和方差。(提示：可采用Metropolis 

选择，即假设建议分布是对称的。)

19.8 设某试验可能有五种结果，其出现的概率分别为

0 1 0 T] T] 3 1 \
4 + 8?『45 4 + 85 5『I)

模型含有两个参数3和小都介于0和1之间。现有22次试验结果的观测值为

y = (yi)如 y3)y* g)=(14, i, 1, 1, 5)

其中Vi表示22次试验中第，个结果出现的次数，E ，5。试用吉布斯抽样估

计参数。和q的均值和方差。
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第20章潜在狄利克雷分配

潜在狄利克雷分配(latent Dirichlet allocation, LDA),作为基于贝叶斯学习的话 

题模型，是潜在语义分析、概率潜在语义分析的扩展，于2002年由Biei等提出。LDA 
在文本数据挖掘、图像处理、生物信息处理等领域被广泛使用。

LDA模型是文本集合的生成概率模型。假设每个文本由话题的一个多项分布表 

示，每个话题由单词的一个多项分布表示，特别假设文本的话题分布的先验分布是狄 

利克雷分布，话题的单词分布的先验分布也是狄利克雷分布。先验分布的导入使LDA 
能够更好地应对话题模型学习中的过拟合现象。

LDA的文本集合的生成过程如下：首先随机生成一个文本的话题分布，之后在该 

文本的每个位置，依据该文本的话题分布随机生成一个话题，然后在该位置依据该话 

题的单词分布随机生成一个单词，直至文本的最后一个位置，生成整个文本。重复以 

上过程生成所有文本。

LDA模型是含有隐变量的概率图模型。模型中，每个话题的单词分布，每个文 

本的话题分布，文本的每个位置的话题是隐变量；文本的每个位置的单词是观测变 

量。LDA模型的学习与推理无法直接求解，通常使用吉布斯抽样(Gibbs sampling)和 

变分EM算法(variational EM algorithm),前者是蒙特卡罗法，而后者是近似算法。

本章20.1节介绍狄利克雷分布，20.2节阐述潜在狄利克雷分配模型，20.3节和 

20.4节叙述模型的算法，包括吉布斯抽样和变分EM算法。

20.1 狄利克雷分布

20.1.1 分布定义

首先介绍作为LDA模型基础的多项分布和狄利克雷分布。

1 .多项分布

多项分布(multinomial distribution)是一种多元离散随机变量的概率分布，是二 

项分布(binomial distribution)的扩展。
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假设重复进行n次独立随机试验，每次试验可能出现的结果有k种，第，种结果出 

现的概率为小，第E种结果出现的次数为电。如果用随机变量X = (Xi,X2,•一，XQ 
表示试验所有可能结果的次数，其中X,表示第2种结果出现的次数，那么随机变量 

X服从多项分布。

定义20.1 (多项分布) 若多元离散随机变量X = (X1,X2,…，XQ的概率质 

量函数为

77,1
P(X] = ni,X2 = Ti2> …)Xk = nQ = ­ ：  -----MH?…

九1!九2!…纵！

k

=3 II 琮 (20」)n处尸
2=1

k
y^m = n,则称随机变
1=1

其中 p =(P1,P2,Pk)，Po20" = 1,2)…，k, = 1, 
2=1

量X服从参数为(n,p)的多项分布，记作X〜Mult(n,p)o

当试验的次数乃为1时，多项分布变成类别分布(categorical distribution)0类 

别分布表示试验可能出现的k种结果的概率。显然多项分布包含类别分布。

2 .狄利克雷分布

狄利克雷分布(Dirichlet distribution)是一种多元连续随机变量的概率分布，是 

贝塔分布(beta distribution)的扩展。在贝叶斯学习中，狄利克雷分布常作为多项分 

布的先验分布使用。

定义20.2 (狄利克雷分布) 若多元连续随机变量。=(&42, ♦-伍)的概率密 

度函数为

r
P ⑻ a)=一

氏)
k

i=l

kH华T
2=1

(20.2)

k
其中£仇=1，仇》0, a = (cvi,> 0,，= 1,2, ♦・・，k,则称随机变量

2 = 1
e服从参数为a的狄利克雷分布，记作e ~ Dir(a)。 

式中Rs)是伽马函数，定义为

POO
「⑶=/ xs~1e~xdx^ 5 > 0

Jo
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具有性质

r(s + i)= s[(s)

当S是自然数时，有

r(s +1)= s!

由于满足条件
k

为》0)£% = i
E=1

所以狄利克雷分布e存在于国-1)维单纯形上。图20.1为二维单纯形上的狄利克雷 

分布(详见文前彩图)。& +。2 +。3 = 1，0。图中狄利克雷分布的参数为 

a =⑶3,3),a = (7?7),a= (20,20,20),. = (2,6,11), a = (14,9,5), a = (6,2,6)。

令

图20.1 狄利克雷分布例(见彩图)

B(a)= i=l

k

(20.3)

则狄利克雷分布的密度函数可以写成

(20.4)
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B(a)是规范化因子，称为多元贝塔函数(或扩展的贝塔函数)。由密度函数的性质

k

仃[3)
i=l

kII 碟Tg =
i=l 11「四) 

i=l

P kJ II 殍Td。
2--1

1

得 k

B3)= / fprTdO 

i-- 1

所以式(20.5)是多元贝塔函数的积分表示。

(20.5)

3 .二项分布和贝塔分布

二项分布是多项分布的特殊情况，贝塔分布是狄利克雷分布的特殊情况。

二项分布是指如下概率分布。X为离散随机变量，取值为加，其概率质量函数为

P(X = m) = rn = 0,1,2,-・9 (20.6)

其中九和夕(0<0<1)是参数。

贝塔分布是指如下概率分布，X为连续随机变量，取值范围为[0,1],其概率密度 

函数为
(市二/T”名尸，0 c

p[x) = < B(s)i) (20.7)
[0, 其他

其中s > 0和1 > 0是参数，B(s")=)？ 是贝塔函数，定义为

1 (s + 力)

当S"是自然数时,

B(s") = [ rrs-1(l — x)t~1dx
7o

B(s)力)=
(s-l)!"D!

(s + £ — 1)!

(20.8)

(20.9)

当n为1时，二项分布变成伯努利分布(Bernoulli distribution)或0-1分布。 

伯努利分布表示试验可能出现的2种结果的概率。显然二项分布包含伯努利分布。 

图20.2给出几种概率分布的关系。
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图20.2 概率分布之间的关系

20.1.2共辗先验

狄利克雷分布有一些重要性质：(1)狄利克雷分布属于指数分布族；(2)狄利克雷 

分布是多项分布的共细先验(conjugate prior) 0

贝叶斯学习中常使用共辄分布。如果后验分布与先验分布属于同类，则先验 

分布与后验分布称为共辄分布(conjugate distributions),先验分布称为共轲先 

验(conjugate prior) 0如果多项分布的先验分布是狄利克雷分布，则其后验分布也为 

狄利克雷分布，两者构成共辗分布。作为先验分布的狄利克雷分布的参数又称为超参 

数。使用共粗分布的好处是便于从先验分布计算后验分布。

设W = ｛皿2,…，伙｝是由k个元素组成的集合。随机变量X服从W 
上的多项分布,X 〜Mult(n,0),其中 n = (ni,n2, • • • ,nfe)和 6 = …，限)

是参数。参数n为从W中重复独立抽取样本的次数，th为样本中Wi出现的次 

数3 = 1,2,…，论)；参数仇为她出现的概率(i = l,2,... ,fc)0

将样本数据表示为D,目标是计算在样本数据D给定条件下参数e的后验概率 

p(6|O)。对于给定的样本数据。，似然函数是

k

P(0O)=忏1殴2…碟k =n望 (20.10)
2 = 1

假设随机变量0服从狄利克雷分布p(0|a)，其中a = •,。左)为参数。则

3的先验分布为

rfcJ卜 卜

p⑻a) = 一"一4n 华T =品 H 坐T = Dir(e“ 8 ＞。n「(色)e 』
2 = 1

(20.11)
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根据贝叶斯规则，在给定样本数据D和参数a条件下，0的后验概率分布是

p(19|3a) 0（。口）0（4 a）
p（0|q）

i — 1

k
球1g

1 *

 1 _r QOLi-\-Tli - 1

2

=Dir(0|a + n) (20.12)

可以看出先验分布（20.11）和后验分布（20.12）都是狄利克雷分布，两者有 

不同的参数，所以狄利克雷分布是多项分布的共加先验。狄利克雷后验分布的 

参数等于狄利克雷先验分布参数a = 31,02,--，aQ加上多项分布的观测计数 

n = （ni,n2,…，网）,好像试验之前就已经观察到计数a =（即,3…，皿），因此也 

把a叫做先验伪计数（prior pseudo-counts）。

20.2 潜在狄利克雷分配模型

20.2.1 基本想法

潜在狄利克雷分配（LDA）是文本集合的生成概率模型。模型假设话题由单词的 

多项分布表示，文本由话题的多项分布表示，单词分布和话题分布的先验分布都是狄 

利克雷分布。文本内容的不同是由于它们的话题分布不同。（严格意义上说，这里的多 

项分布都是类别分布，在机器学习与自然语言处理中，有时对两者不作严格区分。）

LDA模型表示文本集合的自动生成过程：首先，基于单词分布的先验分布（狄利 

克雷分布）生成多个单词分布，即决定多个话题内容；之后，基于话题分布的先验分 

布（狄利克雷分布）生成多个话题分布，即决定多个文本内容；然后，基于每一个话题 

分布生成话题序列，针对每一个话题，基于话题的单词分布生成单词，整体构成一个 

单词序列，即生成文本，重复这个过程生成所有文本。文本的单词序列是观测变量，文 

本的话题序列是隐变量，文本的话题分布和话题的单词分布也是隐变量。图20.3示意 

LDA的文本生成过程（详见文前彩图）。

LDA模型是概率图模型，其特点是以狄利克雷分布为多项分布的先验分布，学习
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观测变量

文本1 :单词序列

文本2 ：单词序列

隐变量

话题序列

□
□
□
□
□
□
□

话题序列

□ 
□ 
□ 
□ 
□ 
□ 
□

jzn

话题1的单词分布

单词分布的先验分布 
（狄利克雷分布）O

话题2的单词分布 

蝮

文本1的话题分布

文本2的话题分布

话题3的单词分布

话题分布的先验分布 
（狄利克雷分布）

□ o

图20.3 LDA的文本生成过程（见彩图）

就是给定文本集合，通过后验概率分布的估计，推断模型的所有参数。利用LDA进行 

话题分析，就是对给定文本集合，学习到每个文本的话题分布，以及每个话题的单词 

分布。

可以认为LDA是PLSA （概率潜在语义分析）的扩展，相同点是两者都假设话 

题是单词的多项分布，文本是话题的多项分布。不同点是LDA使用狄利克雷分布 

作为先验分布，而PLSA不使用先验分布（或者说假设先验分布是均匀分布），两 

者对文本生成过程有不同假设；学习过程LDA基于贝叶斯学习，而PLSA基于极 

大似然估计。LDA的优点是，使用先验概率分布，可以防止学习过程中产生的过拟 

合（over-fitting）。

20.2.2 模型定义

本书采用常用LDA模型的定义，与原始文献中提出的模型略有不同。

1 .模型要素

潜在狄利克雷分配（LDA）使用三个集合：一是单词集合W = {wi,... ,
wv},其中wv是第。个单词，v = 1,2,--. ,V, V是单词的个数。二是文本集合 

D = {wi,・.♦ , Wg…，wm}，其中wm是第m个文本，m = 1）2,…）M, M是文本 

的个数。文本W项是一个单词序列Wm =）Wmri）…加mN） 其中wmn是 

文本Wm的第九个单词，n = L2,Nw 1 是文本Wm中单词的个数。三是话题 
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集合Z = {zi,…，z.…，zk},其中％是第k个话题，k = l,2,…，K, K是话题的 

个数。

每一个话题zk由一个单词的条件概率分布p(w\zk)决定，w 6 Wo分布p(w\zk) 

服从多项分布(严格意义上类别分布)，其参数为外。参数夕卜服从狄利克雷分布(先 

验分布)，其超参数为伍参数中k是一个V维向量9k = Wk\"k2,…冲kv)，其中 

夕.表示话题Zk生成单词wv的概率。所有话题的参数向量构成一个K x U矩阵 

中={夕仆31。超参数3也是一个V维向量P ,…，Bv)。

每一个文本W7n由一个话题的条件概率分布「(zlwm)决定，z W Z。分布0(名卬馆) 

服从多项分布(严格意义上类别分布)，其参数为6m o参数服从狄利克雷分布(先 

验分布)，其超参数为a。参数%,是一个K维向量加=(%1,加2,…，。mK)，其中 

emk表示文本wm生成话题zk的概率。所有文本的参数向量构成一个MxK矩阵 

0 - {^m}m=i°超参数a也是一个K维向量a =(因,a2,…，Qk)。

每一个文本Wm中的每一个单词电加由该文本的话题分布P(z|Wm)以及所有话 

题的单词分布p(MzQ决定。

2 .生成过程

LDA文本集合的生成过程如下：

给定单词集合W,文本集合D,话题集合Z,狄利克雷分布的超参数a和仇

(1)生成话题的单词分布

随机生成K个话题的单词分布。具体过程如下，按照狄利克雷分布Dir(0)随机 

生成一个参数向量中k，中k ~ Dir(。)，作为话题Zk的单词分布p®|zk), w eW, k = 

1,2,•••
(2)生成文本的话题分布

随机生成〃个文本的话题分布。具体过程如下：按照狄利克雷分布Dir(a)随 

机生成一个参数向量9m，0m ~ Dir(a),作为文本wm的话题分布p(^|wm), m = 

1,2, Mo
(3)生成文本的单词序列

随机生成M个文本的Nm个单词。文本w.(加=1,2,…，加)的单词wmn (n = 
1,2,.,Nm)的生成过程如下：

(3-1)首先按照多项分布Mult(6>m)随机生成一个话题zmn, zmn ~ Mult(^m)o
(3-2)然后按照多项分布Mult(%mn)随机生成一个单词wmn, wmn ~ Mult(^mn)o 

文本Wm本身是单词序列Wm =(Wmi, Wm2, • • • ^mNrn),对应着隐式的话题序列 

Zm = (^ml ? ^m2ZmNm ) °

总结LDA生成文本的算法如下。
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算法20.1 (LDA的文本生成算法)

(1)对于话题力(k = 12-・，K)：
生成多项分布参数中k ~ Dir(0),作为话题的单词分布0®|zQ；
(2)对于文本wm (m = 1)2,…，M)：

生成多项分布参数〜Dir(a),作为文本的话题分布。仁皿.)；

(3)对于文本 wm 的单词 wmn (m = l,2r-- n = L2)・「Nm)：

(a)生成话题~ Mult(%J，作为单词对应的话题；

(b)生成单词 wmn ~ Mult(992mn)o
LDA的文本生成过程中，假定话题个数K给定，实际通常通过实验选定。狄利 

克雷分布的超参数a和。通常也是事先给定的。在没有其他先验知识的情况下，可以 

假设向量a和。的所有分量均为1,这时的文本的话题分布em是对称的，话题的单 

词分布中卜也是对称的。

20.2.3 概率图模型

LDA模型本质是一种概率图模型(probabilistic graphical model) o图20.4为 

LDA作为概率图模型的板块表示(plate notation)。图中结点表示随机变量，实心结 

点是观测变量，空心结点是隐变量；有向边表示概率依存关系；矩形(板块)表示重 

复，板块内数字表示重复的次数。

图20.4 LDA的板块表示

图20.4中的LDA板块表示，结点q和0是模型的超参数，结点(pk表示话题 

的单词分布的参数，结点em表示文本的话题分布的参数，结点^mn表示话题，结点 

Wmn表示单词。结点B指向结点外，重复K次，表示根据超参数0生成K个话题 

的单词分布的参数结点。指向结点em,重复M次，表示根据超参数a生成M 
个文本的话题分布的参数9m；结点em指向结点Ze,重复Nm次，表示根据文本的 

话题分布9m生成Nm个话题2m»结点Zmri指向结点Wmn,同时K个结点外也指 

向结点Wmn，表示根据话题Zmn以及K个话题的单词分布生成单词Wmn。
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板块表示的优点是简洁，板块表示展开之后，成为普通的有向图表示(图20.5)。 

有向图中结点表示随机变量，有向边表示概率依存关系。可以看出LDA是相同随机 

变量被重复多次使用的概率图模型。

图20.5 LDA的展开图模型表示

20.2.4 随机变量序列的可交换性

一个有限的随机变量序列是可交换的(exchangeable),是指随机变量的联合概率 

分布对随机变量的排列不变。

P(冗1,22，•一,劣N)= P(2tt(1) , 27r⑵)',,)优tt(N)) (20.13)

这里7T(1),7T(2),…，tt(N)代表自然数1,2,…，N的任意一个排列。一个无限的随机 

变量序列是无限可交换(infinitely exchangeable)的，是指它的任意一个有限子序列 

都是可交换的。

如果一个随机变量序列Xi,X2, •-，X、•一是独立同分布的，那么它们是无限 

可交换的。反之不然。

随机变量序列可交换的假设在贝叶斯学习中经常使用。根据De Finetti定理，任 

意一个无限可交换的随机变量序列对一个随机参数是条件独立同分布的。即任意一个 

无限可交换的随机变量序列Xi,X2, •…，X”..的基于一个随机参数Y的条件概率, 

等于基于这个随机参数Y的各个随机变量Xi,X2,--，Xc，•…的条件概率的乘积。

p （Xi, X2,…，X3 • • 丫）= P（X1 |y）p（X2|y）…p（xm）… （20.14）
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LDA假设文本由无限可交换的话题序列组成。由DeFinetti定理知，实际是假设 

文本中的话题对一个随机参数是条件独立同分布的。所以在参数给定的条件下，文本 

中的话题的顺序可以忽略。作为对比，概率潜在语义模型假设文本中的话题是独立同 

分布的，文本中的话题的顺序也可以忽略。

20.2.5 概率公式

LDA模型整体是由观测变量和隐变量组成的联合概率分布，可以表为

K M Nm
p(w)z㈤讨以⑶=口双?Mm n 0(如河) JI 助rmlZma,夕)(20.15)

k—1 m=l n=l

其中观测变量W表示所有文本中的单词序列，隐变量Z表示所有文本中的话题序列, 

隐变量e表示所有文本的话题分布的参数，隐变量少表示所有话题的单词分布的参 

数，。和0是超参数。式中表示超参数B给定条件下第k个话题的单词分布 

的参数中k的生成概率，汉。湖。)表示超参数仪给定条件下第m个文本的话题分布的 

参数3m的生成概率，p(z7rm表示第m个文本的话题分布9m给定条件下文本的 

第n个位置的话题zmn的生成概率，p(wmn\zmn,^表示在第m个文本的第n个位 

置的话题zmrl及所有话题的单词分布的参数3给定条件下第m个文本的第n个位 

置的单词wmn的生成概率。参见图20.5o
第m个文本的联合概率分布可以表为

K Nm
p(w Z/n,6»人 31a1)=JJp(夕k|0)p(加|a) JJ p(^mn l%i)P(l^mn? 6 (20.16)

fc = l 71=1

其中wm表示该文本中的单词序列，zm表示该文本的话题序列，em表示该文本的话 

题分布参数。

LDA模型的联合分布含有隐变量，对隐变量进行积分得到边缘分布。

参数em和夕给定条件下第m个文本的生成概率是

Nm「K
P(Wt7110rzi，3)=]])：O(Z?rm = k[°m)P("mn |3k) 

n=l \_k=l
(20.17)

超参数a和0给定条件下第m个文本的生成概率是

r k
p(wm a, 3) = 11 /

k=l
Pg网

Nm
P(%Ja) n emze =’|。?71)「(仅772九|夕2)

n=l 」=1

dOm d9k

(20.18)
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0（w|a）
N. r kK M

超参数a和0给定条件下所有文本的生成概率是

mn

(20.19)

dJm d9k

20.3 LDA的吉布斯抽样算法

潜在狄利克雷分配（LDA）的学习（参数估计）是一个复杂的最优化问题，很难精 

确求解，只能近似求解。常用的近似求解方法有吉布斯抽样（Gibbs sampling）和变分 

推理（variational inference） o本节讲述吉布斯抽样，下节讲述变分推理算法。吉布斯 

抽样的优点是实现简单，缺点是迭代次数可能较多。

20.3.1 基本想法

LDA模型的学习，给定文本（单词序列）的集合D = {wi, • • • , wm, ♦…，wm},其 

中wm是第机个文本（单词序列），Wm = 以w表示文本

集合的单词序列，即W=（51,皿2,…，3N1，攸21山22,…，3N2,…，必/I,必12,一一 

wmnm）（参考图20.5）；超参数a和。已知。目标是要推断：（1）话题序列的集 

合z = {zi, • • • ,zm, ­ • • ,zM}的后验概率分布，其中Zm是第m个文本的话题序 

列,—（Z7n1, • • • , Z7Tm, ,一，zmNm ） ；（2）参数 0 — {&, — •, 9m，,一 ,'m}，其中 8m 是 

文本Wm的话题分布的参数；（3）参数夕= {%,…“如…"k}，其中以是话题力 

的单词分布的参数。也就是说，要对联合概率分布汉w,z,。“也源）进行估计，其中w 
是观测变量，而z,仇4是隐变量。

第19章讲述了吉布斯抽样，这是一种常用的马尔可夫链蒙特卡罗法。为了估计 

多元随机变量？的联合分布「（乃，吉布斯抽样法选择7的一个分量，固定其他分量, 

按照其条件概率分布进行随机抽样，依次循环对每一个分量执行这个操作，得到联合 

分布汉为的一个随机样本，重复这个过程，在燃烧期之后，得到联合概率分布。（名）的 

样本集合。

LDA模型的学习通常采用收缩的吉布斯抽样（collapsed Gibbs sampling）方法①, 

基本想法是，通过对隐变量。和夕积分，得到边缘概率分布p（w,z|a,0）（也是联合分 

布），其中变量w是可观测的，变量z是不可观测的；对后验概率分布p（z|w,a,0）进 

行吉布斯抽样，得到分布p（z|w,a,0）的样本集合；再利用这个样本集合对参数。和 

夕进行估计，最终得到LDA模型p（w,z,O“M,0的所有参数估计。

①原理上也可以考虑整体吉布斯抽样（full Gibbs sampling）,但算法更加复杂。
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20.3.2 算法的主要部分

根据上面的分析，问题转化为对后验概率分布p(z|w,a,0)的吉布斯抽样，该分 

布表示在所有文本的单词序列给定条件下所有可能话题序列的条件概率。这里先给出 

该分布的表达式，之后给出该分布的满条件分布表达式。

1.抽样分布的表达式

首先有关系

p(z|w, a, B) = a p(w, 0) (20.20)p(w|a ⑼
这里变量w, a和。已知，分母相同，可以不予考虑。联合分布0(w,z|a,P)的表达式 

可以进一步分解为

p(w, z|a,。)= p(w|z, % 0)p(z|a, (3) = p(w|z, 0)p(z|a) (20.21)

两个因子可以分别处理。

推导第一个因子p(w|z1)的表达式。首先

K V 

p(w|z")= " 口或片 

k=l v=l

(20.22)

其中夕.是第k个话题生成单词集合第。个单词的概率，M 是数据中第k个话题生 

成第。个单词的次数。于是

p(w|z,。)= j 0(w|z")p(夕

r k v=/11丽11溜》一如
J k=l W v=l

K=n
fc=l

B(nfe + /?) 
B(P)

(20.23)

其中柱={九kl,柱2 ^kV } °

第二个因子p(z|a)的表达式可以类似推导。首先

M K

p(zm)=n n 琮党 (20.24)
771=1 k=l
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其中Omk是第m个文本生成第k个话题的概率，nmk是数据中第m个文本生成第k 

个话题的次数。于是

P(z|q) = j p(z|e)p(8|a)d。

「M 1 K

I n B(a)J m=l ' )k=l

k^k-idg

M 1 r K
=n瓯/ n*联+. 一此 

m=l ' / k=l

j-j + a) (20.25)

其中%n = ｛nmi,nm2r.- ,nmK].由式(20.23)和式(20.25)得

/ । 々、各 + 0) rr B(nm + a)

故由式(20.20)和式(20.26),得收缩的吉布斯抽样分布的公式

(20.26)

/ I t~t B(nfc + /3) yy B(nm + a) (20.27)

2.满条件分布的表达式

分布0(Z|W,Q)P)的满条件分布可以写成

p ⑵ |z_&w,a,0)=
^Zi

P(Z|W,Q,。) (20.28)1

这里她 表示所有文本的单词序列的第i个位置的单词，为表示单词她 对应的话 

题，i = (m, n), i = 1,2)…J, z_i = ｛叼:j *，｝, Zz.表示分布 p(z|w ⑼ 0)对变量 

方的边缘化因子。式(20.28)是在所有文本单词序列、其他位置话题序列给定条件下 

第i个位置的话题的条件概率分布。由式(20.27)和式(20.28)可以推出

oc
^kv + Bv

〉:Skv + Bv) 
v=\

^mk + Q/c
-k
〉［Smk + a/c)

k=l

(20.29)

其中第m个文本的第n个位置的单词如是单词集合的第。个单词，其话题&是话
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题集合的第k个话题，九.表示第k个话题中第。个单词的计数，但减去当前单词的 

计数，5 表示第m个文本中第k个话题的计数，但减去当前单词的话题的计数。

20.3.3算法的后处理

通过吉布斯抽样得到的分布p（z|w,40的样本，可以得到变量Z的分配值，也 

可以估计变量。和夕。

1 .参数。=｛。加｝的估计

根据LDA模型的定义，后验概率满足

]Nm
a)=方 | I P(z?7m|，7n)0(，7n|a) = Dir(0m |Zjf)入人Urn n=l

+ cv) (20.30)

这里nm = ｛nmi,nm2r •• ,nmK｝是第m个文本的话题的计数，Z9rn表示分布 

「（如/.何）对变量心的边缘化因子。于是得到参数。=｛加｝的估计式

6mk = -K 呢k土瓢_,加=1,2,…，M; k = l,2,・・・(20.31)
):[j^mk + Q/c) 
k=l

2 .参数/ = {0/J的估计

后验概率满足

]I
p(⑺Jw,z,0) = —— Y[p(Wi\(pk)p^k\(3) = Dir(以风+ 0) (20.32)

M 2=1

这里冲=｛以1,桃2）…，九匹｝是第k个话题的单词的计数，Z^k表示分布p（夕如w|z,0 
对变量3k的边缘化因子，/是文本集合单词序列w的单词总数。于是得到参数的估

计式
^kv + Bv

^Pkv — ~

〉[(柱& + Bv) 

v=l

k = l,2)…，K; o = l, 2,…，V (20.33)

20.3.4算法

总结LDA的吉布斯抽样的具体算法。
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对给定的所有文本的单词序列w,每个位置上随机指派一个话题，整体构成所有 

文本的话题序列z。然后循环执行以下操作。

在每一个位置上计算在该位置上的话题的满条件概率分布，然后进行随机抽样, 

得到该位置的新的话题，分派给这个位置。

p（力oc nkv + Bv
V
〉：Skv + Bv） 
v=l

^mk + Ok

-k
〉［（九mk + 

k=l

这个条件概率分布由两个因子组成，第一个因子表示话题生成该位置的单词的概率, 

第二个因子表示该位置的文本生成话题的概率。

整体准备两个计数矩阵：话题-单词矩阵Nkxv =何.]和文本■话题矩阵 

Nmxk = lnmk]o在每一个位置，对两个矩阵中该位置的已有话题的计数减1,计 

算满条件概率分布，然后进行抽样，得到该位置的新话题，之后对两个矩阵中该位置 

的新话题的计数加lo计算移到下一个位置。

在燃烧期之后得到的所有文本的话题序列就是条件概率分布p（z|w,a,0）的 

样本。

算法20.2 （LDA吉布斯抽样算法）

输入：文本的单词序列W = {Wi,…，Wg・・.，Wm}, Wm =（她nb・一…，

*Nm ）；

斩J 出：文本的话感序列 Z = {Z], Zm, * * * ? Zm } , =（Zml）•一）2rzm, •一））
的后验概率分布0（z|w,Q,0的样本计数，模型的参数9和。的估计值；

参数：超参数a和话题个数K.

（1）设所有计数矩阵的元素nmk, nkv,计数向量的元素nm, nk初值为0；
（2）对所有文本wm, m =

对第m个文本中的所有单词WmM n = 1,2,…）Nm

（a）抽样话题 zmn = Zk 〜

增加文本-话题计数nmk = nmk + l, 

增加文本-话题和计数nm = nrri + l9 

增加话题-单词计数nkv =nkv + \, 

增加话题-单词和计数^=^ + 1； 
（3）循环执行以下操作，直到进入燃烧期

对所有文本Wm，m = 1,2,--*
对第m个文本中的所有单词她加，几=1）2,・・」、

（a）当前的单词Wmn是第。个单词，话题指派Zmn是第k个话题;
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减少计数nmk -^mk - 1'九7n =九772 —1，Rkv ~ ^kv — 1，九k 二"k — 1 ；
(b)按照满条件分布进行抽样

P(力|Zi,W,4P) (X
^kv + Bv

V
〉：+ Bv) 
v=\

Rmk +
-k
〉:(nmk + a/c) 

k=i

得到新的第kf个话题，分配给zmn；

(C)增加vf*Tlrnk' "7nAz + 1，%n=%?i +1，九A/i» T^k'v + 1，九A/ =^k' + 1 ；

(d)得到更新的两个计数矩阵NkxV = [nkv]和NmxK — [^mfc]，表不后验 

概率分布p(z|w,a,G)的样本计数；

(4)利用得到的样本计数，计算模型参数

A _ Rrnk + Qk
。Tnk

〉:(々mk + aQ
k=l

^kv + Bv
(Pkv — ~

):(八左& + Bv)
V = 1

20.4 LDA的变分EM算法

本节首先介绍变分推理，然后介绍变分EM算法，最后介绍将变分EM算法应用 

到LDA模型学习的具体算法。LDA的变分EM算法具有推理与学习效率高的优点。

20.4.1 变分推理

变分推理(variational inference)是贝叶斯学习中常用的、含有隐变量模型的学习 

和推理方法。变分推理和马尔可夫链蒙特卡罗法(MCMC)属于不同的技巧。MCMC 
通过随机抽样的方法近似地计算模型的后验概率，变分推理则通过解析的方法计算模 

型的后验概率的近似值。

变分推理的基本想法如下。假设模型是联合概率分布p(gz),其中％是观测变 

量(数据)，z是隐变量，包括参数。目标是学习模型的后验概率分布p(z|i),用模型 

进行概率推理。但这是一个复杂的分布，直接估计分布的参数很困难。所以考虑用概 
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率分布q⑶ 近似条件概率分布用KL散度。(以力忸⑵为)计算两者的相似 

度，q(z)称为变分分布(variational distribution) o如果能找到与p(z|c)在KL散度 

意义下最近的分布q*(z),则可以用这个分布近似p(z|0。

p[z\x) « q*(z) (20.34)

图20.6给出了 q*(z)与p(z|c)的关系。KL散度的定义见附录E。

KL散度可以写成以下形式

O(q(z州p(z|/)) = Eq [logq(z)] - Eq [logp(很)

=Eq [log Q(Z)] 一 Eq [logp(X,Z)] + log0(6)

=logp(rr) - {Eq [logp(瑞 z)] - Eq [logq(z)]} (20.35)

注意到KL散度大于等于零，当且仅当两个分布一致时为零，由此可知式(20.35) 

右端第一项与第二项满足关系

logp(c)》Eq [log0(N, 2)] - Eq [logq(2)] (20.36)

不等式右端是左端的下界，左端称为证据(evidence),右端称为证据下界(evidence 

lower bound, ELBO),证据下界记作

L(q) = Eq [logjD(x,2：)] - Eq ]ogq(z)] (20.37)

KL散度(20.35)的最小化可以通过证据下界(20.37)的最大化实现，因为目标是 

求q(z)使KL散度最小化，这时logpQ)是常量。因此，变分推理变成求解证据下界 

最大化的问题。
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变分推理可以从另一个角度理解。目标是通过证据logp(c)的最大化，估计联 

合概率分布p(©z)。因为含有隐变量Z,直接对证据进行最大化困难，转而根据式 

(20.36)对证据下界进行最大化。

对变分分布q(z)要求是具有容易处理的形式，通常假设q(z)对z的所有分量都 

是互相独立的(实际是条件独立于参数)，即满足

q⑶=q(zi)q(z2)・• ♦ q(z九) (20.38)

这时的变分分布称为平均场(mean filed)①。KL散度的最小化或证据下界最大化实 
n

际是在平均场的集合，即满足独立假设的分布集合。={q(z)|q(z) = !!>(/)}之中 

进行的。 1=1

总结起来，变分推理有以下几个步骤：定义变分分布q(z)；推导其证据下界表达 

式；用最优化方法对证据下界进行优化，如坐标上升，得到最优分布q*(z),作为后验 

分布p(z\x)的近似。

20.4.2 变分EM算法

变分推理中，可以通过迭代的方法最大化证据下界，这时算法是EM算法的推广, 

称为变分EM算法。

假设模型是联合概率分布0(劣/|。)，其中为是观测变量，z是隐变量，3是参数。 

目标是通过观测数据的概率(证据)logp(©。)的最大化，估计模型的参数。。使用变 
n

分推理，导入平均场q(z) = [[q(&),定义证据下界

i=l

L(q⑼=%[logp但 z[。)] 一 Eq[logq(z)] (20.39)

通过迭代，分别以q和6为变量对证据下界进行最大化，就得到变分EM算法。

算法20.3 (变分EM算法)

循环执行以下E步和M步，直到收敛。

(1)E步：固定仇求£(q,。)对q的最大化。

(2) M步：固定q,求上应。)对。的最大化。

给出模型参数。的估计值。

根据变分推理原理，观测数据的概率和证据下界满足

logp(©。) 一 L(q⑼=0(q(z)||p(z⑶。))》0 (20.40)

①平均场的概念最初来自物理学。
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变分EM算法的迭代过程中，以下关系成立:

logp(幻e«T)) = & Z/(q(3。⑴)W logp(©。")) (20.41)

其中上角标£ - 1和力表示迭代次数，左边的等式基于E步计算和变分推理原理，中 

间的不等式基于M步计算，右边的不等式基于变分推理原理。说明每次迭代都保证观 

测数据的概率不递减。因此，变分EM算法一定收敛，但可能收敛到局部最优。

EM算法实际也是对证据下界进行最大化。不妨对照9.4节EM算法的推 

广，EM算法的推广是求F函数的极大-极大算法，其中的F函数就是证据下界。EM算 

法假设鼠幻=p[z\x^且p(z|/)容易计算，而变分EM算法则考虑一般情况使用容易 
n

计算的平均场q(z) = [[q(zc)。当模型复杂时，EM算法未必可用，但变分EM算法仍 

然可以使用。

20.4.3算法推导

将变分EM算法应用到图20.7的LDA模型的学习上，是图20.4的LDA模型的 

简化。首先定义具体的变分分布，推导证据下界的表达式，接着推导变分分布的参数 

和LDA模型的参数的估计式，最后给出LDA模型的变分EM算法。

1 .证据下界的定义

为简单起见，一次只考虑一个文本，记作Wo文本的单词序列W =(W1, • • •, wn, • • •； 
WN)，对应的话题序列z =九)・-，Zn)，以及话题分布仇随机变量w, Z和 

e的联合分布是

N 

p(4z,w|a“)=p[0\a) Y[p(zn\0)p(wn\zn,(p) (20.42)
n=l

其中W是可观测变量，。和Z是隐变量，。和9是参数。
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定义基于平均场的变分分布

N

q(4 Z匕Tf) = q(0])) U q(z九尿) (20.43)
n=l

其中7是狄利克雷分布参数，T] =(771,772, • • , ,^n)是多项分布参数，变量。和z的各 

个分量都是条件独立的。目标是求KL散度意义下最相近的变分分布q(4z|),q),以 

近似LDA模型的后验分布p⑸z|w, a,中)。

图20.8是变分分布的板块表示。LDA模型中隐变量3和z之间存在依存关系, 

变分分布中这些依存关系被去掉，变量。和z条件独立。

图20.8 基于平均场的变分分布

由此得到一个文本的证据下界

=玛[log0(e,z,w|aM] - 吗[logq(仇Z匕切] (20.44)

其中数学期望是对分布q(J,z匕力定义的，为了方便写作后J )和77是变分分布

的参数，a和夕是LDA模型的参数。

所有文本的证据下界为

M

= £ {Eqm[logp(6>7n,Zm,wm|a,99)] - Eqm[logq(0m,zm|7m,r)m)]} 
m=l

(20.45)

为求解证据下界⑺的最大化，首先写出证据下界的表达式。为此展开 

证据下界式(20.44)

£(%〃多夕)=Eq[logP(叫a)] +Eq[log0(z[。)] +Eq[logp(w|z")] —

Eg[logQ(6»|7)] - Eq[logq(z|〃)] (20.46)



406 第20章潜在狄利克雷分配

根据变分参数7和6模型参数。和9继续展开，并将展开式的每一项写成一行

〃7 7%夕）=logr （左仪）
K K

~ £ logr（afc） + - 1）
k=i k=i

+

N K

n=lk=l

N K VEEEVnkWn log 中kv 一 

n=lk=lv=l

logr
K K

+ £1”（血）-£鼠 -1） 
k=l k=l

N KEEr）nk log T]nk （20.47）
n=lk=l

式中以（Q/c）是对数伽马函数的导数，即

附）=.■「（弥） （20.48）

第一项推导，求Eq [logp（0|a）],是关于分布q（0,z匕〃）的数学期望。

K / K \ K
Eq [logp（0|a）] = £（耿 一 l）Eq[log6»k]+log「（£仪）—£bg「（ak） （20.49）

k=l \Z=1 ） k=l

其中。〜Dir（6>|7）,所以利用附录E式（E.7）有

Eq（9|）） [10g 0k]=中（7fc）-3

故得

（20.50）

^（7fc） - V （与 +

^（7fc）-"（耳飞）

Eg[log0（（9]a）] = logT （二8） K K
一 £ log「（耿）+ £（软 -1） 

k=l k=l
^（7fc） - （白））]

（20.51）

式中耿和7/c表示第k个话题的狄利克雷分布参数。

第二项推导，求石q[logp（z|。）],是关于分布q（0,z匕〃）的数学期望。
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N
Eq（10gp（z|。））= ［10gp（zM。）］

n=l
N

=Eq（。/九 |）M）［log（z九 I。）］

n=l

N K
=££代演忻）Eq（0|））［log /］ 

n=lk=l
N K

n=lk=l
业6k） - w （左 （20.52）

式中n*表示文档第n个位置的单词由第k个话题产生的概率，7/c表示第k个话题 

的狄利克雷分布参数。最后一步用到附录E式(E.4)o

第三项推导，求% ［logp(w|z“)］,是关于分布qGz|%7/)的数学期望。

N
Eq ［10gp（w|z,92）］ = £ Eq ［logp（wn|zn）^）］

n=l
N

=£玛（一峭的8双二九版"）］
n=l
N K

= £S＞（znk\r］） log0（u^|z灯机 3） 
n=lk=l
N K V

= EEErjnk 或l log （Pkv
71=1 k = l v = l

（20.53）

式中rjnk表示文档第n个位置的单词由第k个话题产生的概率，w*在第n个位置的 

单词是单词集合的第。个单词时取值为1,否则取值为0,外表示第k个话题生成单 

词集合中第。个单词的概率。

第四项推导，求品［logq(叫))］,是关于分布q@z匕切的数学期望。由于。〜 

Dir⑴，类似式(20.50)可以得到

% ［log q（叫））］=logT （鼻力）
K K

-£ iogr（7fc）+ £ （加-1） 
k=l k=l

^（7fc）-以（［与）］

（20.54）

式中7k表示第k个话题的狄利克雷分布参数。
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第五项公式推导，求Eq [logq(zM)],是关于分布4(。*也小的数学期望。

N
Eq [logg(z|7?)] = £ 吗[logq(%⑼]

n=l
N

=£Eq(Zn|〃)[logq(为忻)]
n=l

N K
-EElogq(znk\r]) 

n=lk=l
N K

-EEVnk log Hnk 
n=lk=l

(20.55)

式中rjnk表示文档第n个位置的单词由第k个话题产生的概率，7/c表示第k个话题 

的狄利克雷分布参数。

2 .变分参数7和〃的估计

首先通过证据下界最优化估计参数小71nk表示第71个位置的单词是由第k个话
K

题生成的概率。考虑式(20.47)关于rjnk的最大化，r]nk满足约束条件£〃献=1。包

含加k的约束最优化问题拉格朗日函数为 /-1

^IVnk] =
+ T]nk 10g(fkv - nnk 10g T]nk + An T)nt - 1^

(20.56)

这里s.是(在第n个位置)由第k个话题生成第v个单词的概率。 

对T)nk求偏导数得

3L 
aqnk

令偏导数为零，得到参数机k的估计值

r/nk oc (fikv exp "(优)一 〃

^(7fc)- 〃 翼) +logm - log T)nk - 1 + An (20.57)

('")) 侬.网

接着通过证据下界最优化估计参数7。优是第k个话题的狄利克雷分布参数。考 

虑式(20.47)关于7/c的最大化
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=£(% -1)p(7A：)-田

k=l L V=1 /J

K

N K

简化为

4加］

EErjnk以（加）-业

n=lk=l
+

logT (二 + log「（加）一 £（加 一 1） 一& (20.59)
k=i

7z

k=l 唇)1 ( N
ak + 2^-7fe 

n=l

)-logr (二鬼)+iogr(7fc)

(20.60)

K
=£ ^(7fc) -

对7/c求偏导数得

dL _
必廉）-刎

\l=l

N
^nk — 

n=l
(20.61)

令偏导数为零，求解得到参数优的估计值

N
Qk +〉［ "Qnk 

n=l
(20.62)

据此，得到由坐标上升算法估计变分参数的方法，具体算法如下。

算法20.4 （LDA的变分参数估计算法）

（1）初始化：对所有k和n,点=1/K

⑵初始化：对所有k, = cifc + N/K
(3)重复

(4)
(5)

对々=1到N
对k = 1到K

(6) (t+1)*k = ^kv exp

(7) 规范化77tH）使其和为1 
N

(8) 7G+i) = a + £X"D
71=1

K仍-田

（9）直到收敛

3,模型参数Q和9的估计

给定一个文本集合D = {wn ♦ ♦ ♦ 

进行。

，Wm},模型参数估计对所有文本同时
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首先通过证据下界的最大化估计孙夕.表示第k个话题生成单词集合第v个单 

词的概率。将式(20.47)扩展到所有文本，并考虑关于夕的最大化。满足K个约束条件

V
〉］^Pkv = 1, k = 1,2, ♦一，K
v=l

约束最优化问题的拉格朗日函数为

M Nm K V K

L10]= EEEE"Hrnnk^mn 1°g ^kv +):入k 
m=l n=l k=l v=l k=l

(20.63)

对如求偏导数并令其为零，归一化求解，得到参数的估计值

M Nm
Wkv = EE^Imnk^rnn 

m=l n=l
(20.64)

其中rjmnk为第巾个文本的第n个单词属于第k个话题的概率，w黑 在第m个文本 

的第n个单词是单词集合的第。个单词时取值为1,否则为Oo

接着通过证据下界的最大化估计参数a。磔表示第k个话题的狄利克雷分布参 

数。将式(20.47)扩展到所有文本，并考虑关于a的最大化

M ( / K \ K K
上闷=£ y°sr(£仪 一£加？(神)+£(耿一1) 

771=1 I \ 1=1 / k=l k=l

以Cw)-7m) ] }

(20.65)

对队求偏导数得

M3L
=M ~ &(神)+ £ -3

771=1
(20.66)

再对仪求偏导数得

d2L 
dakdai

”(中)-NW(弥) (20.67)=M

这里3的Z)是delta函数。

式(20.65)和式(20.66)分别是函数(20.64)对变量a的梯度g(a)和Hessian矩 

阵H(a)。应用牛顿法(又称为牛顿-拉弗森方法)求该函数的最大化①。用以下公式迭 

代，得到参数a的估计值。

①牛顿法的介绍可参照附录Bo
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a^ew = Mid — H(Cvold) ”(Gold) (20.68)

据此，得到估计参数a的算法。

20.4.4算法总结

根据上面的推导给出LDA的变分EM算法。

算法20.5 （LDA的变分EM算法）

输入：给定文本集合D = {wi,…，Wg…，wm}；

输出：变分参数7, T],模型参数a,夕。

交替迭代E步和M步，直到收敛。

（1） E 步
固定模型参数a,夕，通过关于变分参数力n的证据下界的最大化，估计变分参 

数7, n。具体见算法20.4。

（2） M 步
固定变分参数7, n，通过关于模型参数a，夕的证据下界的最大化，估计模型参 

数a,3。具体算法见式（20.63）和式（20.67）o
根据变分参数可以估计模型参数。=（&,…/砧，…粗M）,Z =（Ni,…， 

Nm, ,一，Nm） ° ，

以上介绍的是图20.7中简化LDA模型的变分EM算法，图20.4中完整LDA模 

型的变分EM算法作为推广可以类似的导出。

本章概要

1.狄利克雷分布的概率密度函数为

「（士 小） 

p⑻ a）二一 ”-， 
山四）
2 = 1

仃华「I 
1=1

k
其中£% = 1‘O' a 

i=l
是多项分布的共轨先验。

k），& > 0,，= ，鼠狄利克雷分布=
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2. 潜在狄利克雷分配(LDA)是文本集合的生成概率模型。模型假设话题由单词 

的多项分布表示，文本由话题的多项分布表示，单词分布和话题分布的先验分布都是 

狄利克雷分布。LDA模型属于概率图模型，可以由板块表示法表示。LDA模型中，每 

个话题的单词分布、每个文本的话题分布、文本的每个位置的话题是隐变量，文本的 

每个位置的单词是观测变量。

3. LDA生成文本集合的生成过程如下：

(1)话题的单词分布：随机生成所有话题的单词分布，话题的单词分布是多项分 

布，其先验分布是狄利克雷分布。

(2)文本的话题分布：随机生成所有文本的话题分布，文本的话题分布是多项分 

布，其先验分布是狄利克雷分布。

(3)文本的内容：随机生成所有文本的内容。在每个文本的每个位置，按照文本的 

话题分布随机生成一个话题，再按照该话题的单词分布随机生成一个单词。

4. LDA模型的学习与推理不能直接求解。通常采用的方法是吉布斯抽样算法和 

变分EM算法，前者是蒙特卡罗法而后者是近似算法。

5. LDA的收缩的吉布斯抽样算法的基本想法如下。目标是对联合概率分布 

0(w,z/,.a,3)进行估计。通过积分求和将隐变量0和中消掉，得到边缘概率分 

布p(w,z|a,°)；对概率分布p(w|z,a,°)进行吉布斯抽样，得到分布p(w|z, a, 0)的 

随机样本；再利用样本对变量z,。和夕的概率进行估计，最终得到LDA模型 

p(w,z,O4|a,0的参数估计。具体算法如下。对给定的文本单词序列，每个位置上随 

机指派一个话题，整体构成话题系列。然后循环执行以下操作。对整个文本序列进行 

扫描，在每一个位置上计算在该位置上的话题的满条件概率分布，然后进行随机抽样, 

得到该位置的新的话题，指派给这个位置。

6. 变分推理的基本想法如下。假设模型是联合概率分布p(/,z),其中£是观测 

变量(数据)，z是隐变量。目标是学习模型的后验概率分布P(z|/)。考虑用变分分布 

q(z)近似条件概率分布p(z|c),用KL散度计算两者的相似性找到与p(z|乃在KL散 

度意义下最近的q*(z),用这个分布近似p(z|/)。假设q(z)中的z的所有分量都是互 

相独立的。利用Jensen不等式，得到KL散度的最小化可以通过证据下界的最大化实 

现。因此，变分推理变成求解以下证据下界最大化问题：

L(q⑼=石g[logp(，,z[。)]-即logq(z)]

7. LDA的变分EM算法如下。针对LDA模型，定义变分分布，应用变分EM算 

法。目标是对证据下界夕)进行最大化，其中a和g是模型参数，7和〃是 

变分参数。交替迭代E步和M步，直到收敛。
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(1)E步：固定模型参数a,"通过关于变分参数力77的证据下界的最大化，估 

计变分参数7, r)o
(2) M步：固定变分参数力少通过关于模型参数a,夕的证据下界的最大化，估 

计模型参数a,夕。

继续阅读

LDA的原始论文是文献[1, 2], LDA的吉布斯抽样算法见文献[3~5],变分EM算 

法见文献[2]o变分推理的介绍可参考文献[6]o LDA的分布式学习算法有文献[7],快 

速学习算法有文献[8],在线学习算法有文献[9]o

习 题

20.1 推导狄利克雷分布数学期望公式。

20.2 针对17.2.2的文本例子，使用LDA模型进行话题分析。

20.3 找出LDA的吉布斯抽样算法、变分EM算法中利用到狄利克雷分布的部 

分，思考LDA中使用狄利克雷分布的重要性。

20.4 给出LDA的吉布斯抽样算法和变分EM算法的算法复杂度。

20.5 证明变分EM算法收敛。
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第21章 PageRank算法

在实际应用中许多数据都以图(graph)的形式存在，比如，互联网、社交网络都可 

以看作是一个图。图数据上的机器学习具有理论与应用上的重要意义。PageRank算 

法是图的链接分析(link analysis)的代表性算法，属于图数据上的无监督学习方法。

PageRank算法最初作为互联网网页重要度的计算方法，1996年由Page和Brin 
提出，并用于谷歌搜索引擎的网页排序。事实上，PageRank可以定义在任意有向图 

上，后来被应用到社会影响力分析、文本摘要等多个问题。

PageRank算法的基本想法是在有向图上定义一个随机游走模型，即一阶马尔 

可夫链，描述随机游走者沿着有向图随机访问各个结点的行为。在一定条件下，极 

限情况访问每个结点的概率收敛到平稳分布，这时各个结点的平稳概率值就是其 

PageRank值，表示结点的重要度。PageRank是递归定义的，PageRank的计算可以 

通过迭代算法进行。

本章21.1节给出PageRank的定义，21.2节叙述PageRank的计算方法，包括常 

用的塞法(power method)。

21.1 PageRank 的定义

21.1.1 基本想法

历史上，PageRank算法作为计算互联网网页重要度的算法被提出。PageRank是 

定义在网页集合上的一个函数，它对每个网页给出一个正实数，表示网页的重要程度, 

整体构成一个向量，PageRank值越高，网页就越重要，在互联网搜索的排序中可能就 

被排在前面①。

假设互联网是一个有向图，在其基础上定义随机游走模型，即一阶马尔可夫链, 

表示网页浏览者在互联网上随机浏览网页的过程。假设浏览者在每个网页依照连接出

①网页在搜索引擎上的排序，除了网页本身的重要度以外，还由网页与查询的匹配度决定。在互联网 
搜索中，网页的PageRank与查询无关，可以事先离线计算，加入网页索引。



416 第21章 PageRank算法

去的超链接以等概率跳转到下一个网页，并在网上持续不断进行这样的随机跳转，这 

个过程形成一阶马尔可夫链。PageRank表示这个马尔可夫链的平稳分布。每个网页 

的PageRank值就是平稳概率。

图21.1表示一个有向图，假设是简化的互联网例，结点4 8, C和。表示网页, 

结点之间的有向边表示网页之间的超链接，边上的权值表示网页之间随机跳转的概 

率。假设有一个浏览者，在网上随机游走。如果浏览者在网页4则下一步以1/3的 

概率转移到网页B, C和Do如果浏览者在网页B,则下一步以1/2的概率转移到网 

页4和如果浏览者在网页C,则下一步以概率1转移到网页A。如果浏览者在网 

页D,则下一步以1/2的概率转移到网页B和Co

图21.1 有向图

直观上，一个网页，如果指向该网页的超链接越多，随机跳转到该网页的概率也 

就越高，该网页的PageRank值就越高，这个网页也就越重要。一个网页，如果指向该 

网页的PageRank值越高，随机跳转到该网页的概率也就越高，该网页的PageRank 
值就越高，这个网页也就越重要。PageRank值依赖于网络的拓扑结构，一旦网络的拓 

扑(连接关系)确定，PageRank值就确定。

PageRank的计算可以在互联网的有向图上进行，通常是一个迭代过程。先假设一 

个初始分布，通过迭代，不断计算所有网页的PageRank值，直到收敛为止。

下面首先给出有向图及有向图上随机游走模型的定义，然后给出PageRank的基 

本定义，以及PageRank的一般定义。基本定义对应于理想情况，一般定义对应于现 

实情况。

21.1.2 有向图和随机游走模型

1.有向图

定义21.1 (有向图) 有向图(directed graph )记作G = (RE),其中/和石 

分别表示结点和有向边的集合。
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比如，互联网就可以看作是一个有向图，每个网页是有向图的一个结点，网页之 

间的每一条超链接是有向图的一条边。

从一个结点出发到达另一个结点，所经过的边的一个序列称为一条路径(path), 
路径上边的个数称为路径的长度。如果一个有向图从其中任何一个结点出发可以到达 

其他任何一个结点，就称这个有向图是强连通图(strongly connected graph)。图21.1 
中的有向图就是一个强连通图。

假设k是一个大于1的自然数，如果从有向图的一个结点出发返回到这个结点的 

路径的长度都是k的倍数，那么称这个结点为周期性结点。如果一个有向图不含有周 

期性结点，则称这个有向图为非周期性图(aperiodic graph),否则为周期性图。

图21.2是一个周期性有向图的例子。从结点A出发返回到A,必须经过路径 

A-B-C-A,所有可能的路径的长度都是3的倍数，所以结点A是周期性结点。 

这个有向图是周期性图。

2,随机游走模型

定义21.2 (随机游走模型) 给定一个含有九个结点的有向图，在有向图上定 

义随机游走(random walk)模型，即一阶马尔可夫链①，其中结点表示状态，有向边 

表示状态之间的转移，假设从一个结点到通过有向边相连的所有结点的转移概率相 

等。具体地，转移矩阵是一个"阶矩阵儿T

M = lmij]nXn (21.1)

第i行第j列的元素mij取值规则如下：如果结点j'有k个有向边连出，并且结点i 

是其连出的一个结点，则mij = i；否则mij = 0, =

注意转移矩阵具有性质：

mij20 (21.2)
n

~ 1 (21.3)
i=l

①马尔可夫链的介绍可参照第19章。
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即每个元素非负，每列元素之和为1,即矩阵M为随机矩阵(stochastic matrix) o
在有向图上的随机游走形成马尔可夫链。也就是说，随机游走者每经一个单位时 

间转移一个状态，如果当前时刻在第4个结点(状态)，那么下一个时刻在第勿个结 

点(状态)的概率是加中 这一概率只依赖于当前的状态，与过去无关，具有马尔可 

夫性。

在图21.1的有向图上可以定义随机游走模型。结点A到结点C和。存在有 

向边，可以以概率1/3从/分别转移到。和并以概率0转移到4,于是可以 

写出转移矩阵的第1歹！J。结点B到结点4和。存在有向边，可以以概率1/2从B分 

别转移到A和D,并以概率0分别转移到B和C,于是可以写出矩阵的第2歹等 

等。于是得到转移矩阵

M =

0 1/2 1
1/3 0 0
1/3 0 0
1/3 1/2 0

0

1/2 
1/2 

0

随机游走在某个时刻力访问各个结点的概率分布就是马尔可夫链在时刻力的状态 

分布，可以用一个打维列向量七表示，那么在时刻t + 1访问各个结点的概率分布 

Rt+i满足

用+1 = MRt (21.4)

21.1.3 PageRank的基本定义

给定一个包含几个结点的强连通且非周期性的有向图，在其基础上定义随机游走 

模型。假设转移矩阵为“，在时刻0,1,2,. .♦ 工,••・访问各个结点的概率分布为

Ro> M2Ro・.♦ , M，Ro)…

则极限

lim Ro = R (21.5)
t—>oo

存在，极限向量H表示马尔可夫链的平稳分布，满足

MR = R

定义21.3 (PageRank的基本定义) 给定一个包含几个结点。…。"的 

强连通且非周期性的有向图，在有向图上定义随机游走模型，即一阶马尔可夫链。随
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机游走的特点是从一个结点到有有向边连出的所有结点的转移概率相等，转移矩阵为 

Mo这个马尔可夫链具有平稳分布R

MR = R (21.6)

平稳分布R称为这个有向图的PageRanko R的各个分量称为各个结点的PageRank值。

PR电）

R = 

■

其中PR{yi）,，= 1,2♦，期 表示结点Vi的PageRank值。

显然有

PR{yi)20, z = ,72
n

£ PRg = 1
2=1

(21.7)

(21.8)

(21.9)v-"也） z = 1,2, * • • , nPRM =

这里M（yi）表示指向结点Vi的结点集合，认吗）表示结点Vj连出的有向边的个数。

PageRank的基本定义是理想化的情况，在这种情况下，PageRank存在，而且可 

以通过不断迭代求得PageRank值。

定理2L1不可约且非周期的有限状态马尔可夫链，有唯一平稳分布存在，并且 

当时间趋于无穷时状态分布收敛于唯一的平稳分布。

根据马尔可夫链平稳分布定理，强连通且非周期的有向图上定义的随机游走模 

型（马尔可夫链），在图上的随机游走当时间趋于无穷时状态分布收敛于唯一的平稳 

分布。

例2L1已知图21.1的有向图，求该图的PageRank。①

解转移矩阵

①例21.1和例21.2来自于文献[2]o
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M =

01/210
1/3 0 0 1/2
1/3 0 0 1/2
1/3 1/2 0 0

取初始分布向量Ro为

1/4
1/4
1/4
1/4

以转移矩阵M连乘初始向量舄 得到向量序列

1/4
1/4
1/4
1/4

9/24
5/24
5/24
5/24

15/48
11/48
11/48
11/48

11/32 3/9
7/32

♦ ♦ ♦
2/9

7/32 2/9
7/32 2/9

最后得到极限向量

R =

3/9
2/9
2/9
2/9

即有向图的PageRank值。

一般的有向图未必满足强连通且非周期性的条件。比如，在互联网，大部分网页 

没有连接出去的超链接，也就是说从这些网页无法跳转到其他网页。所以PageRank 
的基本定义不适用。

例21.2从图21.1的有向图中去掉由C到A的边，得到图2L3的有向图。在 

图2L3的有向图中，结点C没有边连接出去。

图21.3 有向图
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图21.3的有向图的转移矩阵M是

M =

0 1/2 0

1/3 0 0

1/3 0 0

1/3 1/2 0

0

1/2

1/2 

0

这时M不是一个随机矩阵，因为随机矩阵要求每一列的元素之和是1,这里第3 

列的和是0,不是1。

如果仍然计算在各个时刻的各个结点的概率分布，就会得到如下结果

1/4

1/4

1/4

1/4

3/24

5/24

5/24

5/24

5/48

7/48

7/48

7/48

21/288

31/288

31/288

31/288

可以看到，随着时间推移，访问各个结点的概率皆变为0。

0

0

0

0

21.1.4 PageRank 的一般定义

PageRank 一般定义的想法是在基本定义的基础上导入平滑项。

给定一个含有几个结点纥，i = ,n,的任意有向图，假设考虑一个在图上

随机游走模型，即一阶马尔可夫链，其转移矩阵是“，从一个结点到其连出的所有结 

点的转移概率相等。这个马尔可夫链未必具有平稳分布。假设考虑另一个完全随机游 

走的模型，其转移矩阵的元素全部为1/n,也就是说从任意一个结点到任意一个结点 

的转移概率都是l/no两个转移矩阵的线性组合又构成一个新的转移矩阵，在其上可 

以定义一个新的马尔可夫链。容易证明这个马尔可夫链一定具有平稳分布，且平稳分 

布满足
I — d

R = dMR +-----1 (21.10)
n

式中d(0 < d < 1)是系数，称为阻尼因子(damping factor) , R是n维向量，1是所 

有分量为1的几维向量。R表示的就是有向图的一般PageRank。
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PRM 

"®2) 
R =

.PRQn) _

PR{vi), i = 1,2, • • • ,n,表示结点 Vi 的 PageRank 值。

式(21.10)中第一项表示(状态分布是平稳分布时)依照转移矩阵M访问各个结 

点的概率，第二项表示完全随机访问各个结点的概率。阻尼因子d取值由经验决定, 

例如d = 0.85o当d接近1时，随机游走主要依照转移矩阵M进行；当d接近。时, 

随机游走主要以等概率随机访问各个结点。

可以由式(21.10)写出每个结点的PageRank,这是一般PageRank的定义。

PR^Vi) = d( £ i = 1,2, • • • ,n (21.11)

这里M(纥)是指向结点Vi的结点集合，£(巧)是结点Vj连出的边的个数。

第二项称为平滑项，由于采用平滑项，所有结点的PageRank值都不会为0,具有 

以下性质：

PR{yi) > 0, E = 1,2, ♦・♦,九
n

= i
i=l

(21.12)

(21.13)

下面给出PageRank的一般定义。

定义21.4 (PageRank的一般定义) 给定一个含有n个结点的任意有向图, 

在有向图上定义一个一般的随机游走模型，即一阶马尔可夫链。一般的随机游走模型 

的转移矩阵由两部分的线性组合组成，一部分是有向图的基本转移矩阵表示从 

一个结点到其连出的所有结点的转移概率相等，另一部分是完全随机的转移矩阵，表 

示从任意一个结点到任意一个结点的转移概率都是1/小 线性组合系数为阻尼因子 

d(0 W d W l)o这个一般随机游走的马尔可夫链存在平稳分布，记作R。定义平稳分布 

向量R为这个有向图的一般PageRanko R由公式

R = dMR+^—^l (21.14)
n

决定，其中1是所有分量为1的n维向量。
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一般PageRank的定义意味着互联网浏览者，按照以下方法在网上随机游走：在 

任意一个网页上，浏览者或者以概率d决定按照超链接随机跳转，这时以等概率从连 

接出去的超链接跳转到下一个网页；或者以概率(1-d)决定完全随机跳转，这时以 

等概率1/n跳转到任意一个网页。第二个机制保证从没有连接出去的超链接的网页也 

可以跳转出。这样可以保证平稳分布，即一般PageRank的存在，因而一般PageRank 

适用于任何结构的网络。

21.2 PageRank 的计算

PageRank的定义是构造性的，即定义本身就给出了算法。本节列出PageRank的 

计算方法包括迭代算法、幕法、代数算法。常用的方法是幕法。

21.2.1迭代算法

给定一个含有几个结点的有向图，转移矩阵为河，有向图的一般PageRank由迭 

代公式
1 - d 

凡+i = dMRt +-----1 (21.15)
n

的极限向量H确定。

PageRank的迭代算法，就是按照这个一般定义进行迭代，直至收敛。

算法21.1 (PageRank的迭代算法)

输入：含有几个结点的有向图，转移矩阵阻尼因子d,初始向量Ao;
输出：有向图的PageRank向量尺。 

(1)令1=0
⑵计算 l_d

R±+i — dMRt H--------------------------------------------------1
n

(3)如果Rt+1与Rt充分接近，令H = H-i，停止迭代。

(4)否则，令£ = 1 + 1,执行步(2)o ■

例21.3给定图21.4所示的有向图，取d = 0.8,求图的PageRanko

解 从图21.4得知转移矩阵为

M =

0 1/2 0

1/3 0 0

1/3 0 1

1/3 1/2 0

0

1/2

1/2 

0
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按照式（21.15）计算

dM = ± x

5

工
n

迭代公式为

令初始向量

进行迭代

01/200
1/3 0 0 1/2
1/3 0 1 1/2
1/3 1/2 0 0

0 2/5 0
4/15 0 0
4/15 0 4/5
4/15 2/5 0

0
2/5
2/5

0

1/20
1/20
1/20
1/20

Rt+i =

0 2/5
4/15 0

0 0
0 2/5

4/15 0 4/5 2/5
4/15 2/5 0 0

Ro =

1/4
1/4
1/4
1/4

Rt +

1/20
1/20
1/20
1/20
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Ri =

0 2/5 0 0
4/15 0 0 2/5
4/15 0 4/5 2/5
4/15 2/5 0 0

1/4 -
■ ■

1/20
■ ■

9/60

1/4
+

1/20 13/60

1/4 1/20 25/60

1/4 _ 1/20 13/60

R2=

0 2/5 0 0
4/15 0 0 2/5
4/15 0 4/5 2/5
4/15 2/5 0 0

9/60 1/20
13/60

+
1/20

25/60 1/20
13/60 1/20

41/300 
53/300 
153/300 
53/300

等等。最后得到

1/4 9/60 41/300 543/4500 15/148

1/4 13/60 53/300 707/4500
♦ • ♦

19/148

1/4
5

25/60
5

153/300 2543/4500
5 ,

95/148

1/4 13/60 53/300 707/4500 19/148

计算结果表明, 结点C的PageRank值超过一半，其他结点也有相应的

PageRank 值。

21.2.2帛法

幕法(power method)是一个常用的PageRank计算方法，通过近似计算矩阵的 

主特征值和主特征向量求得有向图的一般PageRanko

首先介绍塞法。塞法主要用于近似计算矩阵的主特征值(dominant eigenvalue)和 

主特征向量(dominant eigenvector) o主特征值是指绝对值最大的特征值，主特征向 

量是其对应的特征向量。注意特征向量不是唯一的，只是其方向是确定的，乘上任意 

系数还是特征向量。

假设要求九阶矩阵A的主特征值和主特征向量，采用下面的步骤。

首先，任取一个初始n维向量xq,构造如下的一个n维向量序列

X1 = Axq, X2 = Axly ,一, Xk = Axk^l

然后，假设矩阵4有几个特征值，按照绝对值大小排列

|Ai|2IA2I》♦,♦)|An|
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对应的n个线性无关的特征向量为

“1)"2)…)Un

这n个特征向量构成n维空间的一组基。

于是，可以将初始向量g表示为 "2,…，与的线性组合

= Q1&1 +。2〃2 + …♦ + ^nun

得到

Xi = Axq = a1Aui ++ , • • + anAun 

xk — 4%o = ciiA^ui ++ …, + anAkun

—。1甘”1 +。2常设2 +一, +。九22〃九

接着，假设矩阵力的主特征值人是特征方程的单根，由上式得

3k =
“] + 2俘)]…+久件。 

Q1 \A1/ Qi \A1/
(21.16)

由于|尢| > .当k充分大时有

6k =。1入1 [”1 + -] (21.17)

这里Sfc是当k — oc时的无穷小量，——0 (k — oo)o即

Xk — Qi 吊 “1 (k — oo)

说明当k充分大时向量I"与特征向量的只相差一个系数。由式(2L18)知,

Xk x Q1 吊〃 1

跳+1 ~。1若+%1

于是主特征值尢可表示为
〜以+ij

4]〜

其中Rk,j和以+1,,分别是跳和跳+1的第j个分量。

(21.18)

(21.19)
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在实际计算时，为了避免出现绝对值过大或过小的情况，通常在每步迭代后即进 

行规范化，将向量除以其范数，即

yt+i = Axt

_ yt+i

Xt+1 = Q

(21.20)

(21.21)

这里的范数是向量的无穷范数，即向量各分量的绝对值的最大值

Halloo = max{|/i|Jc2卜J比几|}

现在回到计算一般PageRanko
转移矩阵可以写作

R = [dM + R = AR (21.22)

其中d是阻尼因子，E是所有元素为1的n阶方阵。根据Perron-Frobenius定理①, 

一般PageRank的向量H是矩阵力的主特征向量，主特征值是1.所以可以使用塞法 

近似计算一般PageRank 0
算法21.2 (计算一般PageRank的塞法)

输入：含有几个结点的有向图，有向图的转移矩阵系数d,初始向量2°，计 

算精度£；
输出：有向图的PageRank/? o
(1)令1=0,选择初始向量2o
(2)计算有向图的一般转移矩阵4

A = dM + i— 
n

(3)迭代并规范化结果向量

yt+i = Axt

~ _ yt+i

t+i = ra

(4)当||g+i - g|| < e时，令A = g,停止迭代。

(5)否则，令力=1+ 1,执行步(3)o
(6)对R进行规范化处理，使其表示概率分布。

①Perron-Frobenius定理的形式比较复杂，这里不予叙述。
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例2L4给定一个如图21.5所示的有向图，取d = 0.85,求有向图的一般 

PageRank o

图21.5 有向图

解 利用塞法，按照算法21.2,计算有向图的一般PageRank。 

由图21.5可知转移矩阵

0 0 1

M = 1/2 0 0

1/2 1 0

(1)令 t = U,

1

窈= 1

1

(2)计算有向图的一般转移矩阵A

A = dM + 

n

0 

=0.85 x 1/2

.1/2

0.05 0.05

=0.475 0.05

0.475 0.9

0 1 1 [ill
0.15

0 0 1 1 1
1 0 _| 1 1 1

0.9

0.05

0.05
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(3)迭代并规范化

1
yi = 4窃=0.575

1.425

1
1 0.7018
0.575 — 0.4035
1.425 1

V2 = Ail =
0.05
0.475
0.475

0.05 0.9
0.05 0.05
0.9 0.05

0.7018
0.4035
1

0.9553
0.4035
0.74651 0.9553

0.4035
0.7465

1
=0.4224

0.7814

0.05
例=Ax2 = 0.475

0.475

0.05 0.9
0.05 0.05
0.9 0.05

1
0.4224
0.7814

0.7744
0.5352
0.8943

为3 =-------3 0.8943

0.7744
0.5352
0.8943

0.8659
0.5985
1

1

如此继续迭代规范化，得到勺，力= 0,1,2,. .一21,22,的向量序列

1 0.7018 1 0.8659 0.9732 1
1 0.4035 0.4224 5 0.5985 7 0.4912 5 0.5516
1 1 0.7814 1 1 0.9807

0.9409
0.5405 ,
1

0.9760 0.9755 0.9761 0.9756
0.5408 0.5404 5 0.5406 0.5406
1 1 1 1

0.9758
0.5404
1
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假设后面得到的两个向量已满足计算精度要求，那么取

0.9756
R = 0.5406

1

即得所求的一般PageRank。如果将一般PageRank作为一个概率分布，进行规范化, 

使各分量之和为1,那么相应的一般PageRank可以写作

R =
0.3877
0.2149
0.3974

21.2.3代数算法

代数算法通过一般转移矩阵的逆矩阵计算求有向图的一般PageRanko
按照一般PageRank的定义式(21.14)

1 - d
R = dMR +-----1

n

于是，

1 一 d(Z - dM)R =------ 1 (21.23)
n

1  d
R=(I _ -------1 (21.24)

n

这里I是单位矩阵。当0 < d < 1时; 线性方程组(21.23)的解存在且唯一。这样，可 

以通过求逆矩阵(I - dM)T得到有向图的一般PageRanko

本章概要

1. PageRank是互联网网页重要度的计算方法，可以定义推广到任意有向图结点 

的重要度计算上。其基本思想是在有向图上定义随机游走模型，即一阶马尔可夫链, 

描述游走者沿着有向图随机访问各个结点的行为，在一定条件下，极限情况访问每个 

结点的概率收敛到平稳分布，这时各个结点的概率值就是其PageRank值，表示结点 

相对重要度。
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2. 有向图上可以定义随机游走模型，即一阶马尔可夫链，其中结点表示状态，有 

向边表示状态之间的转移，假设一个结点到连接出的所有结点的转移概率相等。转移 

概率由转移矩阵〃表示

M = [mij]nxn

第i行第j列的元素mzj表示从结点j跳转到结点i的概率。

3. 当含有几个结点的有向图是强连通且非周期性的有向图时，在其基础上定义 

的随机游走模型，即一阶马尔可夫链具有平稳分布，平稳分布向量A称为这个有向图 

的PageRanko若矩阵M是马尔可夫链的转移矩阵，则向量R满足

MR = R

向量H的各个分量称为各个结点的PageRank值。

R =

PRM) 
PRM

♦ 

♦

PH(Si)

其中PR(yi), z = 1,2, • • • ,n,表示结点Vi的PageRank值。这是PageRank的基本 

定义。

4. PageRank基本定义的条件现实中往往不能满足，对其进行扩展得到PageRank 
的一般定义。任意含有几个结点的有向图上，可以定义一个随机游走模型，即一阶马 

尔可夫链，转移矩阵由两部分的线性组合组成，其中一部分按照转移矩阵"，从一个 

结点到连接出的所有结点的转移概率相等，另一部分按照完全随机转移矩阵，从任一 

结点到任一结点的转移概率都是1/no这个马尔可夫链存在平稳分布，平稳分布向量 

R称为这个有向图的一般PageRank,满足
1 —(I

R = dMR +-----1
n

其中d(0 w d w 1)是阻尼因子，1是所有分量为1的n维向量。

5. PageRank的计算方法包括迭代算法、幕法、代数算法。

基法将PageRank的等价式写成

R=\dM+ ) R = AR

其中d是阻尼因子，E是所有元素为1的n阶方阵。
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可以看出R是一般转移矩阵4的主特征向量，即最大的特征值对应的特征向量。 

幕法就是一个计算矩阵的主特征值和主特征向量的方法。

步骤是：选择初始向量而；计算一般转移矩阵力；进行迭代并规范化向量

yt+i = Axt

〜_ yt+i
t+1 = ra

直至收敛。

继续阅读

PageRank的原始论文是文献［1］,其详细介绍可见文献［2,3］。介绍马尔可夫过程 

的教材有［4］o与PageRank同样著名的链接分析算法还有HITS算法1可，可以发现 

网络中的枢纽与权威。PageRank有不少扩展与变形，原始的PageRank是基于离散 

时间马尔可夫链的，BrowseRank是基于连续时间马尔可夫链的推广⑹，可以更好地 

防范网页排名欺诈。Personalized PageRank是个性化的PageRank （文献［7］）, Topic 
Sensitive PageRank是基于话题的PageRank （文献［8］）, TrustRank是防范网页排名 

欺诈的PageRank （文献⑼）。

习 题

21.1 假设方阵A是随机矩阵，即其每个元素非负，每列元素之和为1,证明Ak 

仍然是随机矩阵，其中k是自然数。

21.2 例21.1中，以不同的初始分布向量Ho进行迭代，仍然得到同样的极限向 

量H,即PageRanko请验证。

21.3 证明PageRank 一般定义中的马尔可夫链具有平稳分布，即式（21.11）成立。

21.4 证明随机矩阵的最大特征值为1。

参考文献
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第22章无监督学习方法总结

22.1 无监督学习方法的关系和特点

第2篇详细介绍了八种常用的统计机器学习方法，即聚类方法（包括层次聚类与 

k均值聚类）、奇异值分解（SVD）、主成分分析（PCA）、潜在语义分析（LSA）、概率 

潜在语义分析（PLSA）、马尔可夫链蒙特卡罗法（MCMC,包括Metropolis-Hastings 
算法和吉布斯抽样）、潜在狄利克雷分配（LDA）、PageRank算法。此外，还简单介绍 

了另外三种常用的统计机器学习方法，即非负矩阵分解（NMF）、变分推理、幕法。这 

些方法通常用于无监督学习的聚类、降维、话题分析以及图分析。

22.1.1 各种方法之间的关系

图22.1总结一些机器学习方法之间的关系，包括第1篇、第2篇介绍的方法，分 

别用深灰色与浅灰色表示。图中上面是无监督学习方法，下面是基础机器学习方法。

图22.1 机器学习方法之间的关系

无监督学习用于聚类、降维、话题分析、图分析。聚类的方法有层次聚类、k均值 
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聚类、高斯混合模型，降维的方法有PCA,话题分析的方法包括LSA、PLSA、LDA, 
图分析的方法有PageRanko

基础方法不涉及具体的机器学习模型。基础方法不仅可以用于无监督学习，也可 

以用于监督学习、半监督学习。基础方法分为矩阵分解，矩阵特征值求解，含有隐变 

量的概率模型估计，前两者是线性代数问题，后者是概率统计问题。矩阵分解的方法 

有SVD和NMF,矩阵特征值求解的方法有基法，含有隐变量的概率模型学习的方法 

有EM算法、变分推理、MCMCo

22.1.2 无监督学习方法

聚类有硬聚类和软聚类，层次聚类与k均值聚类是硬聚类方法。高斯混合模型是 

软聚类方法。层次聚类基于启发式算法，k均值聚类基于迭代算法，高斯混合模型学 

习通常基于EM算法。

降维有线性降维和非线性降维，PCA是线性降维方法。PCA基于SVDo
话题分析兼有聚类和降维特点，有非概率模型、概率模型。LSA、NMF是非概 

率模型，PLSA、LDA是概率模型。PLSA不假设模型具有先验分布，学习基于极大 

似然估计；LDA假设模型具有先验分布，学习基于贝叶斯学习，具体地后验概率估 

计。LSA的学习基于SVD, NMF可以直接用于话题分析。PLSA的学习基于EM算 

法，LDA的学习基于吉布斯抽样或变分推理。

图分析的一个问题是链接分析，即结点的重要度计算。PageRank是链接分析的 

一个方法。PageRank通常基于新法。

表22.1总结了无监督学习方法的模型、策略、算法。

表22.1 无监督学习方法的特点

方法 模型 策略 算法

聚类

层次聚类 聚类树 类内样本距离最小 启发式算法

k均值聚类 k中心聚类 样本与类中心距离 

最小

迭代算法

高斯混合模型 高斯混合模型 似然函数最大 EM算法

降维 PCA 低维正交空间 方差最大 SVD

话题分析

LSA 矩阵分解模型 平方损失最小 SVD
NMF 矩阵分解模型 平方损失最小 非负矩阵分解

PLSA PLSA模型 似然函数最大 EM算法

LDA LDA模型 后验概率估计 吉布斯抽样，变 

分推理

图分析 PageRank 有向图上的马 

尔可夫链

平稳分布求解 幕法
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22.1.3 基础机器学习方法

矩阵分解基于不同假设：SVD基于正交假设，即分解得到的左右矩阵是正交矩 

阵，中间矩阵是非负对角矩阵；非负矩阵分解基于非负假设，即分解得到的左右矩阵 

皆是非负矩阵。

含有隐变量的概率模型的学习有两种方法：迭代计算方法、随机抽样方法。EM算 

法和变分推理(包括变分EM算法)属于迭代计算方法，吉布斯抽样属于随机抽样方 

法。变分EM算法是EM算法的推广。

矩阵的特征值与特征向量求解方法中，幕法是常用的算法。

表22.2总结了含隐变量概率模型的学习方法的特点。

表22.2 含有隐变量概率模型的学习方法的特点

算法 基本原理 收敛性 收敛速度 实现难易度 适合问题

EM算法 迭代计算、后验 

概率估计

收敛于局部最优 较快 容易 简单模型

变分推理 迭代计算、后验 

概率近似估计

收敛于局部最优 较慢 较复杂 复杂模型

吉布斯抽样 随机抽样、后验 

概率估计

依概率收敛于全 

局最优

较慢 容易 复杂模型

22.2 话题模型之间的关系和特点

本书介绍的四种话题模型LSA、NMF、PLSA和LDA,前两者是非概率模型，后 

两者是概率模型。下面讨论它们之间的关系(细节可参考文献[1, 2])o
可以从矩阵分解的统一框架看LSA、NMF和PLSA。在这个框架下，通过最小化 

一般化Bregman散度进行有约束的矩阵分解D = UV,得到这三个话题模型：

min B(D\\UV)

这里 B(D\\UV)表示 D 和 UV 之间的一般化 Bregman 散度(generalized Bregman 
divergence),当且仅当两者相等时取值为0。一般化Bregman散度包含平方损失、KL 
散度等。三个话题模型拥有三种不同的具体形式。表22.3给出了三个话题模型的损失 

函数和约束的公式，其中PLSA的矩阵D需要进行归一化= 10
m,n

话题模型LSA、NMF是非概率模型，但也有概率模型解释。可以从概率图模型 

的统一框架看LSA、NMF、PLSA和LDA。在这个框架下，认为文本由概率模型生
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表22.3 矩阵分解的角度看话题模型

方法 一般损失函数 矩阵U的约束条件 矩阵V的约束条件

LSA -uv| 年 UTU = I VVT = A2

NMF \\D-UV\\i “mk20 ^kn20

PLSA \、 1 1 drnn
工八log
mn

t/Tl = 1
Umk20

VT1 = 1 
^kn20

成，基于不同的假设得到四个不同的话题模型。四个话题模型有不同的概率图模型定 

义。LSA和NMF,每个文本服由高斯分布尸(“|a%)“exp(——5y 2)生成, 

其参数是U和vn,共有N个文本，如图22.2所示。两个话题模型有不同的约束条件, 

表22.4给出约束条件的公式。

图22.2 话题模型LSA和NMF的概率图模型表示

表22.4 话题模型LSA和NMF的约束条件

方法 变量Uk的约束条件 变量电的约束条件

LSA 正交 正交

NMF Umk20 ^kn》。

参考文献
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Springer, 2008.

[2] Wang Q, Xu J, Li H, et al. Regularized latent semantic indexing: a new approach to 
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附录A梯度下降法

梯度下降法(gradient descent)或最速下降法(steepest descent)是求解无约束 

最优化问题的一种最常用的方法，具有实现简单的优点。梯度下降法是迭代算法，每 

一步需要求解目标函数的梯度向量。

假设/(2)是R"上具有一阶连续偏导数的函数。要求解的无约束最优化问题是

min f(x) (A.l)

，*表示目标函数的极小点。

梯度下降法是一种迭代算法。选取适当的初值/⑻，不断迭代，更新］的值，进行 

目标函数的极小化，直到收敛。由于负梯度方向是使函数值下降最快的方向，在迭代 

的每一步，以负梯度方向更新］的值，从而达到减少函数值的目的。

由于f(c)具有一阶连续偏导数，若第k次迭代值为朋,则可将/Q)在4㈤附 

近进行一阶泰勒展开：

/(乃=/(朋)+9*-朋) (A.2)

这里，gk = g(?⑻)=▽/(c⑻)为f⑺ 在c⑻的梯度。

求出第k+1次迭代值N(k+1)：

优(k+1) <_ /)+ XkPk (A.3)

其中，pk是搜索方向，取负梯度方向么=-▽/(/("))，Afc是步长，由一维搜索确定, 

即居使得

/(2⑻ + XkPk)=建 n/O(k)+ \pk) (A.4)

梯度下降法算法如下：

算法A.1 (梯度下降法)

输入：目标函数”⑼,梯度函数gQ) = ▽/(/),计算精度£； 

输出：/Q)的极小点I*。



440 统计学习方法（第2版）

（1）取初始值6⑼G Rn,置k = 0。

（2）计算〃/））。

（3）计算梯度或=g（*⑹）,当||^|| < £时，停止迭代,令2* =处）;否则，令 

Pk = -gQ⑻），求入，使

f（小）+ 入 kPk） = + 入 pQ
/X/U

（4）置N（“+l）=/⑻+ "Pk，计算/（力（丘1））
当.（小+1）） —/（疝b））|| < £或 ,（卜+1）—比叫| V £时,停止迭代，令Z* = 

为（"+1）。

（5）否则，置k=卜+ 1,转（3）o
当目标函数是凸函数时，梯度下降法的解是全局最优解。一般情况下，其解不保 

证是全局最优解。梯度下降法的收敛速度也未必是很快的。



附录B牛顿法和拟牛顿法

牛顿法（Newton method）和拟牛顿法（quasi-Newton method）也是求解无约束 

最优化问题的常用方法，有收敛速度快的优点。牛顿法是迭代算法，每一步需要求解 

目标函数的黑塞矩阵的逆矩阵，计算比较复杂。拟牛顿法通过正定矩阵近似黑塞矩阵 

的逆矩阵或黑塞矩阵，简化了这一计算过程。

1 .牛顿法

考虑无约束最优化问题

(B.1)

其中£*为目标函数的极小点。

假设八乃具有二阶连续偏导数，若第k次迭代值为 册）,则可将“为在劣⑻附 

近进行二阶泰勒展开：

/（2）=/（2⑻）+ — ]⑻）+ 1■（比一优⑻产"（优⑻）（优一2⑻） （B.2）

这里，gv = g（力⑻）=▽/（力⑻）是/（力）的梯度向量在点比⑻的值，⑻）是“乃 

的黑塞矩阵（Hessian matrix）

H[x}= (B.3)

在点c（k）的值。函数/（为有极值的必要条件是在极值点处一阶导数为0,即梯度向量 

为0。特别是当HQ⑻）是正定矩阵时，函数〃宓）的极值为极小值。

牛顿法利用极小点的必要条件

▽/⑺=0 (B.4)

每次迭代中从点。向开始，求目标函数的极小点，作为第k + 1次迭代值1伏+1）。具
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体地，假设小"+1)满足：

▽/(c(k+D) = 0 (B ⑸

由式(B.2)有

▽f(c) = gk + HM»_£⑻) (B.6)

其中Hk = HQ⑻)。这样，式(B.5)成为

+ /⑻)=0 (B.7)

因此，

=劣⑻ _ H^gk (B.8)

或者

N(k+1) = [Ze) +血 (B.9)

其中，

HkPk = -9k (B.10)

用式(B.8)作为迭代公式的算法就是牛顿法。

算法B.1 (牛顿法)

输入：目标函数/(力),梯度gQ) = ▽/(，)，黑塞矩阵HQ),精度要求e；
输出:f⑸的极小点小。

(1)取初始点/⑼，置4 = 0。

(2)计算gk = g(力⑹)。

(3)若|血|| < £,则停止计算，得近似解/* =—

(4)计算母=H(/)),并求以

HkPk = ~9k

(5)置才+1)=/⑻+ pfco
(6)置卜=k+ 1,转(2)o I

步骤 ⑷求外，Pk = -五L，要求或I计算比较复杂，所以有其他改进的方法。

2 .拟牛顿法的思路

在牛顿法的迭代中，需要计算黑塞矩阵的逆矩阵"T,这一计算比较复杂，考虑 

用一个n阶矩阵Gk = GQ⑻)来近似代替Hji = 5-1(2⑻)。这就是拟牛顿法的基 

本想法。

先看牛顿法迭代中黑塞矩阵Hk满足的条件。首先，取 满足以下关系。在式(B.6)
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中取7 = 2/+1),即得

9k+i -9k =%(/+1)—①⑹) (B.11)

记Vk = ^fc+i - 9k > 4 =/缶+. -①⑻,则

Vk = Hk6k (B.12)

或

H^yk = 4 (B.13)

式(B.12)或式(B.13)称为拟牛顿条件。

如果Hk是正定的(雁1也是正定的)，那么可以保证牛顿法搜索方向这是下降 

方向。这是因为搜索方向是魅=-H^gk,由式(B.8)有

/ =工⑻ + Xpk = /⑻-XH^gk (B.14)

所以f⑺在优⑻的泰勒展开式(B.2)可以近似写成：

= ⑻)-刖门兀 & (B.15)

因正定，故有或五广”k > 0。当人为一个充分小的正数时，总有/(力)< /Q⑻), 
也就是说也是下降方向。

拟牛顿法将Gk作为的近似，要求矩阵Gk满足同样的条件。首先，每次迭 

代矩阵Gk是正定的。同时，Gk满足下面的拟牛顿条件：

Gk+iVk = 1 (B.16)

按照拟牛顿条件选择Gk作为H-1的近似或选择Bk作为Hk的近似的算法称为A/
拟牛顿法。

按照拟牛顿条件，在每次迭代中可以选择更新矩阵Gk+i：

Gk+i=Gz + AGk (B.17)

这种选择有一定的灵活性，因此有多种具体实现方法。下面介绍Broyden类拟牛顿法。

3 . DFP (Davidon-Fletcher-Powell)算法(DFP algorithm)
DFP算法选择Gk+i的方法是，假设每一步迭代中矩阵Gk+i是由Gk加上两个 

附加项构成的，即

Gk+i = Gk + Pk + Qr (B.18)
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其中Pk，Qk是待定矩阵。这时,

Gk+iVk = G^yk + PkVk + QkVk (B.19)

为使Gk+1满足拟牛顿条件，可使Pk和Qk满足：

PkVk =淳 (B.20)

QkVk = -Gkyk (B.21)

事实上，不难找出这样的Pk和Qk，例如取

B =答 (B.22)
£ Vk

C _ GkykUk Gk /-p
Q" 一 一三前[ 但23)

这样就可得到矩阵Gk+i的迭代公式：

G-1 = Gk + 第一 °噌°k (B.24)
3k Vk Gj^yk

称为DFP算法。

可以证明，如果初始矩阵Go是正定的，则迭代过程中的每个矩阵Gt都是正定的。

DFP算法如下：

算法B.2 (DFP算法)

输入:目标函数/(优),梯度gQ) = ▽/(]),精度要求£；

输出：f⑸的极小点1*。

(1)选定初始点2(°),取Go为正定对称矩阵，置k = 0。

(2)计算四=g(力⑻)。若||g疝<£,则停止计算，得近似解%*=/);否则转⑶。

(3)置 Ph = -Gkgko

( 4) 一维搜索：求上使得

f (力⑻ + Afepfc) = niinf(x(k) + Xpk)
入JU

(5)置一("+i)=/㈤ + AfcPfco
(6)计算gk+i =9(力依+1)),若||gk+i|| <£,则停止计算，得近似解/* =啰(卜+1)； 

否则，按式(B.24)算出Gri。

(7)置卜=k+ 1,转(3)。 ■
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4. BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno)算法(BFGS algorithm)
BFGS算法是最流行的拟牛顿算法。

可以考虑用Gk逼近黑塞矩阵的逆矩阵"T,也可以考虑用Bk逼近黑塞矩阵 

这时，相应的拟牛顿条件是

= Vk (B.25)

可以用同样的方法得到另一迭代公式。首先令

Bk+1 — Bk + Pk + Qk (B.26)

Bk+l5k = Bk6 k + Pk5k + Qk^k (B.27)

考虑使Pk和Qk满足:

Pk$k — Vk (B.28)

Qk^k = —3卜3卜 (B.29)

找出适合条件的Pk和Qk，得到BFGS算法矩阵Bk+1的迭代公式:

R . y^Vk B/k秣Bk
%+】='+丽一市M (B.30)

可以证明，如果初始矩阵瓦是正定的，则迭代过程中的每个矩阵耳:都是正定的。

下面写出BFGS拟牛顿算法。

算法B.3 (BFGS算法)

输入:目标函数八⑼，gQ) = ▽〃/),精度要求£；

输出：f⑺的极小点1*。

(1)选定初始点化⑼，取8o为正定对称矩阵，置k = 0。

(2)计算四=gQ⑻)。若|函|<£，则停止计算，得近似解了*=/⑻;否则转(3)o
(3)由 BkPk = —Qk 出 Pk 0
(4) 一维搜索：求上使得

f (m)+ AfcPfc) = min/(j：(fc) + Xpk)
人

(5)置/("+D = N⑻ + 入kPk。

(6)计算"+1 =9(2(丘1)),若〔除+1|| <£,则停止计算，得近似解/* =£(拈+1)； 
否则,按式(B.30)算出&+1。

(7)置卜=卜+ 1,转(3)o ■
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5 . Broyden 类算法(Broyden^s algorithm)
我们可以从BFGS算法矩阵Bk的迭代公式(B.30)得到BFGS算法关于Gk 

的迭代公式。事实上，若记Gk = Bp, Gk+1 =与，，那么对式(B.30)两次应用 

Sherman-Morrison 公式①即得

(B.31)

称为BFGS算法关于Gk的迭代公式。

由DFP算法Gk的迭代公式(B.23)得到的Gk+1记作GDFP,由BFGS算法Gk 

的迭代公式(B.31)得到的Gk+i记作GBfgs,它们都满足方程拟牛顿条件式，所以它 

们的线性组合

Gk+i = aGDFP + (1- q)Gbfgs (B.32)

也满足拟牛顿条件式，而且是正定的。其中0 W a < 1。这样就得到了一类拟牛顿法, 

称为Broyden类算法。

①Sherman-Morrison公式：假设4是九阶可逆矩阵，% f是九维向量，且4 + uvT也是可逆矩 
阵，则

,A T、1 A-1uvtA-1
…)3 一



附录C拉格朗日对偶性

在约束最优化问题中，常常利用拉格朗日对偶性(Lagrange duality)将原始问题 

转换为对偶问题，通过解对偶问题而得到原始问题的解。该方法应用在许多统计学习 

方法中，例如，最大嫡模型与支持向量机。这里简要叙述拉格朗日对偶性的主要概念 

和结果。

1.原始问题

假设“乃，右(力)，/⑸ 是定义在Rm上的连续可微函数。考虑约束最优化问题

min
xeRn (Cl)

s.t. WO, I = …,k (C.2)

hj (x) = 0, (C.3)

称此约束最优化问题为原始最优化问题或原始问题。

首先，引进广义拉格朗日函数(generalized Lagrange function)

k i

L(%以仍=/O) + £&g(c) + £%%(2) 
2=1 j = l

(C.4)

这里，/ =(①⑴逆⑵,,…逆⑺尸€ R", 0i，/3j是拉格朗日乘子，ai20o考虑x的 

函数：

max a,优 (C.5)

这里，下标P表示原始问题。

，= 12 …/

心(8)= 相
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假设给定某个3如果I违反原始问题的约束条件，即存在某个/使得&（乃> 0 
或者存在某个/使得为（乃丰0,那么就有

* k I '

即（①）= max /（6）+ ^2 a。。。（①）+ 52 =+°° （C.6）a,/?：%》。 .
2=1 j=l

因为若某个i使约束Q（c） > 0,则可令& —> +OO,若某个，使hj[x}*0,则可令（3j

使Bjh式支）一 +oo,而将其余各％, /3j均取为0o

相反地，如果力满足约束条件式（C.2）和式（C.3）,则由式（C.5）和式（C.4）可 

知,0p[x} = f⑸。因此，

,、（〃为,]满足原始问题约束 z 、

即（0=〈 （C.7）I +oo,其他

所以如果考虑极小化问题

min Op ⑺ = min max 0） （C.8）
x x a,/3:af》0

它是与原始最优化问题（Cl）〜（C.3）等价的，即它们有相同的解。问题 

min max £（巴多。）称为广义拉格朗日函数的极小极大问题。这样一来，就把 
x a,万:

原始最优化问题表示为广义拉格朗日函数的极小极大问题。为了方便，定义原始问题 

的最优值

p*=min0p（2） （C.9）
X

称为原始问题的值。

2.对偶问题

定义

。。（以。）=min L{x, a, /3） （C.10）
X

再考虑极大化= minZ/（向a）。），即 
X

max B） = max minL（rr, /3） （C.ll）
a,/?：3）。 a,/3:at20 x

问题 max minEQ,a]）称为广义拉格朗日函数的极大极小问题。
a,/?：/》。x
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可以将广义拉格朗日函数的极大极小问题表示为约束最优化问题:

maxOo(a)/5)= a,/? max min L(x)a, (3) 
a, (3 x

(C.12)

s.t. &20) i = …)k (C.13)

称为原始问题的对偶问题。定义对偶问题的最优值

d* = max (必 P) (C.14)

称为对偶问题的值。

3.原始问题和对偶问题的关系

下面讨论原始问题和对偶问题的关系。

定理C.1 若原始问题和对偶问题都有最优值，则

d* = max min£(/⑼ 0) < min max (3) = p*
a,/3:ae20 x x a,/3:ae20

(C.15)

证明 由式(C.12)和式(C.5),对任意的巴。和% 有

= min_L(ea,0) < L(吃 a, /3) W max = 8P⑸
x 5万:3》0

(C.16)

即

(C.17)

由于原始问题和对偶问题均有最优值，所以,

max B) ( min 0p[x} 
a,/3:&20 x

即

d* = max minZ/Q, a,户)< min max L(xd) = p*
a,任 x x a,/3:ai^0

(C.18)

(C.19)

推论C.1 设①*和a*,。*分别是原始问题(C.l)〜(C.3)和对偶问题(C.12)〜(C.13) 
的可行解，并且d* =p*,则n*和q*,。*分别是原始问题和对偶问题的最优解。

在某些条件下，原始问题和对偶问题的最优值相等，d* =p*。这时可以用解对偶 

问题替代解原始问题。下面以定理的形式叙述有关的重要结论而不予证明。
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定理C.2 考虑原始问题(C.1)〜(C.3)和对偶问题(C.12)〜(C.13)。假设函数 

f(Q)和c,⑺ 是凸函数，%(劣)是仿射函数；并且假设不等式约束c,(z)是严格可行的, 

即存在力,对所有，有q(7)<0,则存在/*/***,使①*是原始问题的解,a*,0*是 

对偶问题的解，并且

p* =d* = Zz(/,a*,/T) (C.20)

定理C.3 对原始问题(C.1)〜(C.3)和对偶问题(C.12)~(C.13),假设函数/(力) 

和色⑵是凸函数，为•(二)是仿射函数，并且不等式约束&(乃是严格可行的，则/ 

和 优源*分别是原始问题和对偶问题的解的充分必要条件是2*,a*,0*满足下面的 

Karush-Kuhn-Tucker (KKT)条件：

= 0

a沁(n*) = 0, ，= 1,2,…，上

&(2*) <E = 12 …,k

ct* 0, …)k

%3*) =。j' = 12 …/

(C.21)

(C.22)

(C.23)

(C.24)

(C.25)

特别指出，式(C.22)称为KKT的对偶互补条件。由此条件可知：若a, > 0,则 

gQ*) = 0。



附录D矩阵的基本子空间

简要介绍本书用到的矩阵的基本子空间相关的定义和定理。

1 .向量空间的子空间

若S是向量空间V的非空子集，且S满足以下条件：

(1)对任意实数a,若/ W S,贝！J a/ € S；

(2)若;reS 且 gwS,贝 iJ/ + g£S；
则S称为卜的子空间。

设。1,功,-・，%为向量空间V中的向量，则其线性组合

01为 + Q202 H----+ CLn^n

构成V的子空间，称为…张成(span)的子空间，或Vi,v2, ■■ ■ ,vn的张 

成，记作

span®i〃2「一，外)。

如果 span®,如 …，为｝ = V,就说 Vr,V2,- -• ,vn 张成 Vo

2 .向量空间的基和维数

向量空间V中的向量。，为称为空间V的基，如果满足条件

( 1)* 4n 线性无关；

( 2) Vi, V2, • • • ,Vn 张成 Vo

反之亦然。向量空间的基的个数即向量空间的维数。

3 .矩阵的行空间和列空间

设4为一加x九矩阵。A的每一行可以看作是R-中的一个向量，称为A的行 

向量。类似地，A的每一列可以看作是区馆中的一个向量，称为A的列向量。

设4为一 mx九矩阵，则由/的行向量张成的R"的子空间，称为/的行空间;

由A的列向量张成的Rm的子空间，称为A的列空间。

矩阵4的行空间的维数等于列空间的维数。
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一个矩阵的行空间的维数(等价地列空间的维数)称为矩阵的秩。

4 .矩阵的零空间
设4为M x九矩阵，令N(A)为齐次方程组Ar = 0的所有解的集合，则NQ4) 

为R"的一个子空间，称为A的零空间(null space),即

N⑷= {xe 叱田=0} (D.1)

一个矩阵的零空间的维数称为矩阵的零度。

秩-零度定理。设4为一加义几矩阵，则A的秩与A的零度之和为n。事实 

上，若月的秩为t,则方程组Ar = 0的独立变量的个数为『,自由变量的个数为 

(n-r)o N(4)的维数等于自由变量的个数。所以定理成立。

5 .子空间的正交补

设X和y为R"的子空间，若对每一 4 W X和g W y都满足xTy = 0,则称X 

和y是正交的，记作xrr。

令y为R。的子空间，Rn中与y中的每一向量正交的向量集合记作丫匕即

y，= {力 e nn\xTy = avy e Y} (D.2)

集合y±称为y的正交补。

可以证明，若y是R。的子空间，则丫,也是R"的子空间。

6 .矩阵的基本子空间

设A为一 m x"矩阵，可以将A看成是将Rn映射到Rm的线性变换。一个向 

量z G R项在4的列空间的充要条件是存在I e R%使得z = Ax.这样A的列空间 

和A的值域是相同的。记A的值域为RQ4),贝IJ

R⑷= {ze Rm| 九 e R'z = Ax}

=A的列空间 (D.3)

类似地，一个向量沙e Rn, T在A的行空间的充要条件是存在I 6 R'使得y

y = a"。这样A的行空间和4r的值域A(aT)是相同的。

7?(At) = {ye Rn| 3w R?g = A^x} 

=A的行空间 (D.4)
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矩阵/有四个基本子空间：列空间、行空间、零空间、A的转置零空间(左零空 

间)。有下面的定理成立。

定理D.1 若A为一 mxn矩阵，则N(A)=R(4丁尸，且N(AT) = R(4产。

证明 容易验证R(At)±N(A)o由于R(At)±N(A),故得N(A) c阳/T尸。另 

一方面，若力为AQ4T尸中的任何向量，则力和4T的每一个列向量正交。因此，可 

得Ax = 0。于是I必为N(4)的元素，由此得到

NQ4)=用才产 (D.5)

类似可得

TV” = r ⑷， (D.6)

图D.1示意矩阵的基本子空间之间的关系。

m X 〃矩阵Z

R〃的子空间 R”的子空间

行空间做/『) 

维数〃

列空间H(4) 
维数厂

零空间M4) 
维数〃一尸 左零空间可(力丁) 

维数加-尸

图D.1 矩阵的基本子空间之间的关系





附录E KL散度的定义和狄利克雷分布的ft质

1 . KL散度的定义

首先给出 KL 散度(KL divergence, Kullback-Leibler divergence)的定义。KL 
散度是描述两个概率分布QQ)和PQ)相似度的一种度量，记作D(Q||P)o对离散随 

机变量，KL散度定义为

。⑼P) = £QH) log 器 (E.1)
i ' "

对连续随机变量，KL散度定义为

D(Q\\P) = J QQ) log 需d? (E.2)

容易证明KL散度具有性质：O(Q||P)》Oo当且仅当Q = P时，O(Q||P) = Oo 
事实上)利用Jensen不等式即得

“⑼联/QQ)iog需d优

QQ建奥W log

=log / P(/)d/ = 0 (E.3)

KL散度是非对称的，也不满足三角不等式，不是严格意义上的距离度量。

2 .狄利克雷分布的性质

设随机变量e服从狄利克雷分布6 ~ Dir(0|a),利用指数分布族性质，求函数 

log。的关于狄利克雷分布的数学期望E [log。]。

指数分布族是指概率分布密度可以写成如下形式的概率分布集合：

p(优⑼=h{x} exp{z/TT(x) — A(r))} (E.4)

其中7?是自然参数，丁(乃是充分统计量，以乃是潜在测度，4(7?)是对数规范化因子
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A［r］） = log J h{x} exp{77TT（j：）}d^o

指数分布族具有性质：对数规范化因子力①）对自然参数q的导数等于充分统计 

量TQ）的数学期望。事实上，

蜘⑺= d f—log J h{x} exp{7/TT(j;)}drr 

/ T{x} exp[r]TT(x)}h(x)dx

h⑺ exp{r/TT(x)}da:

/t⑶exp仞b⑺一"⑺V⑺彰 

I TQ)p(c ⑼de

=©T(X)] (E.5)
狄利克雷分布属于指数分布族，因为其密度函数可以写成指数分布族的密度函数 

形式

「位j K

P（训 a）= J=i ，H 碟-I
立 r（aQ -

k=l
K

一£log「(ak) 
k=l

(E.6)

自然参数是r）k = ak - L充分统计量是T（弦）=log0k,对数规范化因子是

利用性质（E.5）,对数规范化因子对自然参数的导数等于充分统计量的数学期望, 

得到狄利克雷分布的数学期望与⑶。）［log0］的计算式

Ep(0|a)[log 优]=
£logr(aQ -logr(£a)
k=l \ 1=1 J _

=V(aQ - W (冢。) A; = 1,2, ••• ,K (E.7)

其中必是digamma函数，即对数伽马函数的一阶导数。
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贝叶斯学习(Bayesian learning) , 13

边(edge) , 215

边缘化(marginalization) , 369

变分 EM 算法(variational EM algo­
rithm) ,385
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C
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参数空间(parameter space) , 16

测试集(test set) , 24
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非参数化模型(non-parametric model), 
12
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非线性模型(non-linear model) , 12
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非周期性图(aperiodic graph) , 417

分类(classification))28

分类器(classifier) , 28

分类与回归树(classification and regres­
sion tree, CART) , 80

分离超平面(separating hyperplane) , 36

分裂(divisive) , 261

风险函数(risk function) , 17

弗罗贝尼乌斯范数(Frobenius norm), 
286

G
改进的迭代尺度法(improved iterative 

scaling, IIS) , 103

概率近似正确(probably approximately 
correct, PAC) , 155

概率模型(probabilistic model) , 11

概率模型估计(probability model esti­
mation) ,248

概率潜在语义分析(probabilistic latent 
semantic analysis, PLSA),339

概率潜在语义索引(probabilistic latent 
semantic indexing, PLSI) , 339

概率上下文无关文法(probabilistic 
context-free grammar) , 212

概率图模型(probabilistic graphical 
model) , 12, 215, 393

概率无向图模型(probabilistic undi­
rected graphical model) , 215, 217

感知机(perceptron) , 35

高斯核函数(Gaussian kernel function), 
140

高斯混合模型(Gaussian mixture 
model) , 183

根结点(root node) , 76

共蛹分布(conjugate distributions) , 389

共躯先验(conjugate prior) , 389

估计误差(estimation error) , 52

观测变量(observable variable) ,175

观测序列(observation sequence) , 193

广义拉格朗日函数(generalized Lagrange 
function) , 447

广义期望极大(generalized expectation 
maximization, GEM) , 187

归范化(normalization) , 369

规范化因子(normalization factor) ,218

过拟合(over-fitting) ,18, 20, 391

H
函数间隔(functional margin) , 113

合页损失函数(hinge loss function) , 131

核方法(kernel method) , 14, 111

核函数(kernel function) ,111

核技巧(kernel trick) , 133

黑塞矩阵(Hessian matrix) , 441

后向(backward) , 197

互信息(mutual information) , 74

划分(partition) , 53, 68

话题(topic) , 324

话题-文本矩阵(topic-document ma­
trix) ,326

话题分析(topic modeling) , 321

话题向量空间(topic vector space) , 325

话题向量空间模型(topic vector space 
model) , 324

回归(regression) , 32
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J
迹(trace) , 304

基尼指数(Gini index) , 81

吉布斯抽样(Gibbs sampling) , 351, 376, 
381, 385, 396

极大 (maximization) , 175

极大-极大算法 (maximization- 
maximization algorithm) , 187

极大似然估计(maximum likelihood esti­
mation) ,18

几何间隔(geometric margin) , 114

几率(odds) , 92

加法模型(additive model) , 162

价值函数(value function) , 10

假设空间(hypothesis space) , 4, 7, 15

间隔(margin) , 119

监督学习(supervised learning) , 4, 6

剪枝(pruning) , 78

建议分布(proposal distribution) , 352, 
370

奖励(reward) , 9

奖励函数(reward function) , 10

降维(dimensionality reduction) , 247

交叉验证(cross validation) , 24

接受-拒绝抽样法(accept-reject sampling 
method) , 352

接受分布(acceptance distribution) , 370

结点(node) , 67, 215

结构风险最小化(structural risk mini­
mization, SRM) , 18

截 断奇异值分解(truncated singular 
value decomposition) , 277

解码(decoding) , 197

紧奇异值分解 (compact singular value 
decomposition) , 276

近似误差(approximation error) , 52

经验风险(empirical risk) , 17

经验风险最小化(empirical risk mini­
mization, ERM) , 18

经验炳(empirical entropy) , 73

经验损失(empirical loss) , 17

经验条件嫡(empirical conditional en­
tropy) ,73

精确率(precision),29

径向基函数(radial basis function) , 140 

局部马尔可夫性(local Markov prop­
erty) ,216

矩形对角矩阵(rectangular diagonal ma­
trix) ,271

距离(distance) , 256

聚合(agglomerative) , 261

聚类(clustering) , 246

决策函数(decision function) , 7

决策树(decision tree) , 67

决策树桩(decision stump) , 166 

绝对损失函数(absolute loss function),
17

K
可交换的(exchangeable))394

可逆马尔可夫链(reversible Markov 
chain) , 366

可约的(reducible) , 363

L
拉格朗日乘子(Lagrange multiplier), 

120

拉格朗日对偶性(Lagrange duality) , 447 

拉格朗日函数(Lagrange function) , 120 

拉普拉斯平滑(Laplace smoothing) , 64 

类标记(class label) , 50, 59 

类别(class) , 28
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类别分布(categorical distribution) , 386

连接(linkage) , 260

链接分析(link analysis) , 252, 415

零空间(null space) , 452

流形(manifold),247

留一交叉验证(leave-one-out cross vali­
dation) ,24

路径(path) , 417

逻辑斯谛分布(logistic distribution) , 91

逻辑斯谛回归(logistic regression) 5 91

M
马尔可夫过程(Markov process) , 355

马尔可夫决策过程(Markov decision pro­
cess) ,9

马尔可夫链(Markov chain) , 355

马尔可夫链蒙特卡罗法(Markov Chain 
Monte Carlo, MCMC) , 351

马尔可夫随机场(Markov random field), 
215, 217

马哈拉诺比斯距离(Mahalanobis dis­
tance) ,257

满条件分布(full conditional distribu­
tion) ,372

曼哈顿距离(Manhattan distance) ,51, 
256

蒙特卡罗法(Monte Carlo method) , 351

蒙特卡罗积分(Monte Carlo integra­
tion) ,353

毒法(power method) , 415, 425

闵可夫斯基距离(Minkowski distance), 
256

模型(model) , 4

模型选择(model selection) , 20

N
内部结点(internal node) , 67

拟牛顿法(quasi-Newton method) , 441

牛顿法(Newton method) , 441

0
欧氏距离(Euclidean distance) , 51, 256 

欧氏距离平方(squared Euclidean dis­
tance) ,263

p
判另I」方法 (discriminative approach) , 27

判别模型(discriminative model) , 27

批量学习(batch learning) , 13

偏置(bias) , 35

平方损失函数(quadratic loss function), 
16

平均场(mean filed) , 403

评价准则(evaluation criterion) , 4

朴素贝叶斯(naive Bayes) , 59

朴素贝叶斯算法(naive Bayes algo­
rithm) ,62

Q
期望(expectation) ,175

期望极大算法(expectation maximiza­
tion algorithm) , 175

期望损失(expected loss) , 17

奇异值(singular value) , 272

奇异值分解 (singular value decomposi­
tion, SVD) , 271, 272, 321

前向(forward) , 197

前向■后向算法(forward-backward algo­
rithm) ,198

前向分步算法(forward stagewise algo­
rithm) ,163

潜在变量(latent variable) , 175
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潜在狄利克雷分配(latent Dirichlet allo­
cation, LDA) , 385

潜在语义分析(latent semantic analy­
sis, LSA) , 321

潜在语义索引(latent semantic index­
ing, LSI) , 321

强化学习(reinforcement learning) , 4, 9

强可学习(strongly leamable),155

强连通图 (strongly connected graph), 
417

切比雪夫星巨离(Chebyshev distance), 256

切分变量(splitting variable) , 81

切分点(splitting point) , 81

区域(region) , 68

全局马尔可夫性(global Markov pro­
perty) ,216

权值(weight) , 35

权值向量(weight vector) , 35

确定性模型(deterministic model) , 11

R
软间隔最大化 (soft margin maximiza­

tion) ,111

软聚类(soft clustering) , 246, 258

弱可学习(weakly learnable) , 155

s
散布矩阵(scatter matrix) , 259

散度(divergence) , 332

嫡(entropy) , 72

深度学习(deep learning) , 12

生成方法 (generative approach) , 27

生成模型(generative model) , 27

时间齐次的马尔可夫链(time homoge­
nous Markov chain) , 356

实例(instance) , 6

势函数(potential function) , 218

试错(trial and error) , 9

收缩的吉布斯抽样(collapsed Gibbs sam­
pling) ,396

输出空间(output space) , 6

输入空间(input space) , 6

数据(data) , 4

数学期望(expectation) , 369

数学期望估计(estimation of mathemat­
ical expectation) , 353

衰减系数(discount factor) , 10

算法(algorithm) , 4

随机抽样(random sampling) , 352

随机过程(stochastic process) , 355

随机矩阵(stochastic matrix) , 356, 418

随机梯度下降法(stochastic gradient de­
scent) ,38

随机游走(random walk) , 417

损失函数(loss function) , 16, 78

T
特异点(outlier) , 125

特征函数(feature function) , 97

特征空间(feature space) , 6

特征向量(feature vector) , 6

梯度提升(gradient boosting) , 170

梯度下降法(gradient descent) , 439

提升(boost) , 155

提升(boosting) , 155

提升树(boosting tree) , 155, 166

条件嫡(conditional entropy) , 73

条件随机场(conditional random field, 
CRF) , 215, 218

统计机器学习(statistical machine learn­
ing) ,3
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统计模拟方法(statistical simulation 
method) , 351

统计学习(statistical learning) , 3

凸二次规戈(J (convex quadratic program­
ming) ,111, 116, 126

图(graph) , 215, 415

图分析(graph analytics) , 252

团(clique) , 217

w
完全连接(complete linkage) , 260

完全奇异值分解(full singular value de­
composition) ,276

完全数据(complete-data))177

维特比算法(Viterbi algorithm) 5 207

伪计数(prior pseudo-counts) , 390

无监督学习(unsupervised learning) 5 4, 
8

无限可交换(infinitely exchangeable), 
394

误差率(error rate) , 20

X
希尔伯特空间(Hilbert space) , 136

细致平衡方程(detailed balance equa­
tion) ,366

线性分类模型(linear classification 
model) , 35

线性分类器(linear classifier) , 35

线性可分数据集(linearly separable data 
set) , 37

线性可分支持向量机(linear support vec­
tor machine in linearly separable 
case) ) 111

线性链(linear chain) , 215

线性链条件随机场(linear chain condi­
tional random field) , 218

线性模型(linear model) , 12

线性扫描(linear scan) , 53

线性支持向量机(linear support vector 
machine) , 111

相关系数(correlation coefficient) , 257

相似度(similarity) , 256

向量空间模型(vector space model, 
VSM) , 322

协方差矩阵(covariance matrix) , 259

信息增益(information gain) , 72, 73 

信息增益比(infomiation gain ratio) , 76 

序列最小最优化(sequential minimal op­
timization, SMO) , 143

学习率(learning rate) , 39

训练集(training set) , 24

训练数据(training data) 5 6

训练误差(training error) , 19

Y
验证集(validation set) , 24

样本(sample) , 6

叶结点(leaf node) , 67

一般化 Bregman 散度(generalized Breg­
man divergence) , 437

一词多义性(polysemy) , 323

因子分解(factorization),218

因子负荷量(factor loading) , 305 

隐变量(hidden variable) ,175 

隐马尔可夫模型(hidden Markov model,
HMM) , 193

硬间隔最大化(hard margin maximiza­
tion) ,111

硬聚类(hard clustering) , 246, 258

有向边(directed edge) , 67

有向图(directed graph) , 341, 416

右奇异向量(right singular vector) , 272 
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余弦(cosine) , 257

余弦相似度(cosine similarity) , 141

语言模型(language model) , 357

原始问题(primal problem) , 120

z
再生核希尔伯特空间(reproducing kernel

Hilbert space, RKHS) , 138

在线学习(online learning) , 13

早停止(early stopping) , 239

张成(span) , 451

张量(tensor) , 294

召回率(recall) , 29

正常返的(positive recurrent) , 364

正定核函数(positive definite kernel func­
tion) ,136

正交矩阵(orthogonal matrix) , 271

正则化(regularization) , 22

正则化项(regularize!*18, 22

证据(evidence) , 402

证据下界 (evidence lower bound, 
ELBO) , 402

支持向量(support vector) , 118

支持 向量机 (support vector ma­
chines, SVM) , 111

直径(diameter) , 259

指示函数(indicator function) , 20

指数损失函数(exponential loss func­
tion) ,164

中位数(median) , 54

周期的(periodic) , 364

主动学习(active learning) , 11

主特征向量(dominant eigenvector) , 425

主特征值(dominant eigenvalue) , 425

转移概率(transition probability) , 10

转移核(transition kernel) , 362

状态(state) , 9

状态价值函数(state value function) , 10

状态序列(state sequence) , 193

准确率(accuracy) , 20

字符串核函数(string kernel function), 
140

自上而下(top-down) , 261

自下而上(bottom-up),261

阻尼因子(damping factor) , 421

最大后验概率估计(maximum posterior 
probability estimation, MAP) , 18

最大间隔法(maximum margin method), 
116

最大烟j模型(maximum entropy model), 
91, 94

最大团 (maximal clique) , 217

最速下降法(steepest descent) , 439

最小二乘法(least squares) , 32

最小二乘回归树(least squares regression 
tree) , 82

左奇异向量(left singular vector) 5 272
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