
统计学习方法参考解答

2 感知机

2.1 Minsky 和 Papert 指出：感知机因为是线性模型，所以不能表示复杂的函数，如异或（XOR）。
验证感知机为什么不能表示异或。

异或（XOR）是一个数学运算符。它应用于逻辑运算。异或的数学符号为“⊗”，计算机符号为“XOR”。其运算
法则为：

a⊗ b = (¬a ∧ b) ∨ (a ∧ ¬b)

即如果 a, b 两个值不相同，则异或结果为 1。如果 a, b 两个值相同，异或结果为 0。

其中，蓝色的点表示负实例点（y=0），红色的十字表示正实例点（y=1）。从图形上看，我们找不到一条直线将红
色的十字与蓝色的点完全分开。
下面我们给出严格的证明，即证明对于任意的 w ∈ R2, b ∈ R ，感知机模型 f(x) = sign(w · x + b) 都存在误分类

点。
用反证法，假设存在 w = (w1, w2)

T ∈ R2, b ∈ R，使得所有的正实例点和负实例点被正确分类，我们有
w · (0, 0)T + b < 0

w · (0, 1)T + b > 0

w · (1, 0)T + b > 0

w · (1, 1)T + b < 0

(1)

上述方程组无解，因此对于任意的 w ∈ R2, b ∈ R ，感知机模型 f(x) = sign(w · x + b) 都存在误分类点，即感知
机不能表示异或。
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2.3 证明以下定理：样本集线性可分的充分必要条件是正实例点集所构成的凸壳与负实例点集所构成
的凸壳互不相交。

证 凸壳：设集合 S ⊂ Rn 是由 Rn 中 k 个点所组成的集合，即 S = x1, x2, . . . , xk。定义 S 的凸壳为：

conv(S) = {x =
k∑

i=1

λixi|
k∑

i=1

λi = 1, λi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , k}

.
设 S+ 为正实例点集，S− 为正实例点集，则定理可写成 conv(S+) ∩ conv(S−) = ∅ ⇐⇒ S+ 和 S− 线性可分
充分性：conv(S+) ∩ conv(S−) = ∅ ⇒ S+ 和 S− 线性可分
定义 x1 和 x2 之间的距离为

dist(x1, x2) = ||x1 − x2||2 =
√

(x1 − x2) · (x1 − x2)

定义 conv(S+) 和 conv(S−) 之间的距离为

dist(conv(S+), conv(S−)) = min ||s+, s−||, s+ ∈ conv(S+), s− ∈ conv(S−)

取 x+ ∈ conv(S+), x− ∈ conv(S−)使得 dist(x+, x−) = dist(conv(S+), conv(S−))，由于 conv(S+)∩ conv(S−) = ∅，
则
对任意 x ∈ conv(S+)，有 dist(x, x−) > dist(x, x+)，
对任意 x ∈ conv(S−)，有 dist(x, x+) > dist(x, x−).
定义超平面 wTx+ b = 0，其中

w = x+ − x−, b = −x+ ·x+ − x− · x−

2

对任意 x ∈ conv(S+)，有

wTx+ b = (x+ − x−) · x+−x+ ·x+ − x− · x−

2

=
||x− − x||22 − ||x+ − x||22

2

=
dist(x, x−)

2 − dist(x, x+)
2

2
> 0

(2)

类似的，对任意 x ∈ conv(S−)，wTx+ b < 0.
由于 S+ ⊂ conv(S+), S− ⊂ conv(S−)，所以 S+ 和 S− 线性可分。
必要性：S+ 和 S− 线性可分 ⇒ conv(S+) ∩ conv(S−) = ∅
若 S+ 和 S− 线性可分，则可以找到一个超平面 wTx+ b = 0 将 S+ 和 S− 分开，则对任意 xi ∈ S+，我们有

wTxi + b = εi > 0, i = 1, 2, . . . , p

由凸壳定义，对任意 s+ ∈ conv(S+)，有

wT s+ = wT

p∑
i=1

λixi =

p∑
i=1

λiw
Txi

=

p∑
i=1

λi(εi − b) =

p∑
i=1

λiεi − b

p∑
i=1

λi

=

p∑
i=1

λiεi − b

(3)
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从而有 wT s+ + b =
∑p

i=1 λiεi > 0

类似的，对任意 s− ∈ conv(S−)，有 wT s− + b =
∑p

i=1 λiεi < 0

假设 conv(S+) ∩ conv(S−) ̸= ∅，则存在 s ∈ conv(S+) ∩ conv(S−)，
由上述，s 必须满足 wT s+ b =

∑p
i=1 λiεi > 0 和 wT s+ b =

∑p
i=1 λiεi < 0，这与 S+ 和 S− 线性可分矛盾。

因此，conv(S+) ∩ conv(S−) = ∅，必要性得证。

线性可分：（详见书中定义 2.2）X 和 Y 是 n 维欧氏空间中的两个点集，如果存在 n 维向量 w 和实数 b，使得所
有属于 X 的点 xi 都有 wxi + b > 0，而对于所有属于 Y 的点 yi 则有 wyi + b < 0。则我们称 X 和 Y 线性可分。
注意到此处是严格分离。
凸集分离定理：（超平面分离定理）设 S1, S2 ⊆ Rn 为两个非空集合，如果存在非零向量 p ∈ Rn 及 α ∈ R 使得

S1 ⊆ H− = {x ∈ R|pTx ≤ α}S2 ⊆ H+ = {x ∈ R|pTx ≥ α}

则称超平面 H = {x ∈ R|pTx = α} 分离了集合 S1 与 S2。
注意点此处不是严格分离。
不相交的闭凸集不一定存在严格将他们分离的超平面：如集合 X = {(x, y)|xy ≥ 1, x, y > 0} 和集合 Y =

{(x, y)|x ≤ 0}

3 k 近邻法

3.2 利用例题 3.2 的构造的 kd 树求点 x = (3, 4.5)T 的最近邻点。

1. 二叉树搜索：先从 (7, 2) 点开始进行二叉查找，然后到达 (5, 4)，最后到达 (4, 7)，此时搜索路径中的结点为
< (7, 2), (5, 4), (4, 7) >，首先以 (4, 7) 作为当前最近邻点，计算其到查询点 (3, 4.5) 的距离为 2.69。
注意：若目标点 x 当前维的坐标小于切分点的坐标，则移动到左子结点，否则移动到右子结点。此处的 x 当前维

与切分结点的深度有关。
所以从 (7, 2) 点开始进行查找时，因为 x(1) = 3 < 7，所以移动到左子结点 (5, 4)，又 x(2) = 4.5 > 4，所以移动到

右子结点 (4, 7)。
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2. 回溯查找：（1）在得到 (4, 7) 为查询点的最近点后，回溯到其父结点 (5, 4)，计算其到查询点 (3, 4.5) 的距离为
2.06，小于 2.69，则父结点 (5, 4) 比 (4, 7) 距离查询点更近；
（2）更新 (5, 4)为当前最近邻点，并判断在该父结点的其他子结点空间中是否有距离查询点更近的数据点。以 (3, 4.5)

为圆心，以 2.06 为半径画圆，发现该圆和超平面 y = 4 交割，因此进入 (5, 4) 结点的左子空间中去搜索；
（3）计算 (2, 3) 到查询点 (3, 4.5) 的距离为 1.80，小于 2.06，则点 (2, 3) 比 (5, 4) 距离查询点更近，更新 (2, 3) 为

当前最近点。
3. 最后，再回溯到 (7, 2)，以 (3, 4.5) 为圆心，以 1.80 为半径的圆不与 x = 7 超平面交割，因此不用进入 (7, 2) 右

子空间进行查找。
至此，搜索路径中的结点已经全部回溯完，结束整个搜索，返回最近邻点 (2, 3)，最近距离为 1.80。

3.3 参照算法 3.3，写出输出为 x 的 k 近邻的算法。

算法（用 kd 树的 k 近邻搜索）
输入：已构造的 kd 树，目标点 x；
输出：x 的 k 近邻。
1. 在 kd 树中找出包含目标点 x 的叶结点：从根结点出发，递归地向下访问 kd 树。若目标点 x 当前维的坐标小

于切分点的坐标，则移动到左子结点，否则移动到右子结点，直到子结点为叶结点为止。
2. 构建“当前 k 近邻点集”，将该叶结点插入“当前 k 近邻点集”，并计算该结点到目标点 x 的距离。
3. 递归地向上回退，在每个结点进行以下操作：

(a) 如果“当前 k 近邻点集”的元素数量小于 k，则将该结点插入“当前 k 近邻点集”，并计算该结点到目标点
x 的距离；

(b) 如果“当前 k 近邻点集”的元素数量等于 k，但该结点到目标点 x 的距离小于“当前 k 近邻点集”中最远
点到目标点 x 的距离，则将该结点插入“当前 k 近邻点集”，并删除原先的最远点。

(c) 检查另一子结点对应的区域是否与以目标点 x 为球心、以目标点 x 与“当前 k 近邻点集”中最远点的距离
为半径的超球体相交。

如果相交，可能在另一个子结点对应的区域内存在距离目标点更近的点，移动到另一个子结点。接着，递归
地进行 k 近邻搜索；

如果不相交，向上回退。
4. 当回退到根结点时，搜索结束（若此时“当前 k 近邻点集”中的元素不足 k 个，则需要访问另一半树的结点）。

最后的“当前 k 近邻点集”中的 k 个点即为 x 的 k 近邻点。

4 朴素贝叶斯法

4.1 用极大似然估计法推出朴素贝叶斯法中的概率估计公式 (4.8) 及公式 (4.9)。

1. 公式 (4.8)——P(Y = ck) =
∑N

i=1 I(yi=ck)

N , k = 1, 2, . . . ,K
令 p = P (Y = ck)，ck 在随机变量 Y 中出现的次数为 m =

∑N
i=1 I(yi = ck)，则似然函数为

L(p) = Cm
N pm(1− p)N−m

将上式两端取对数并关于 p 求导令其为 0，即得似然方程

∂ lnL(p)

∂p
= m ln p− (N −m) ln(1− p) = 0
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解之即得 p 的最大似然估计，为
p̂ =

m

N
即先验概率 P (Y = ck) 的极大似然估计是

P (Y = ck) = p̂ =

∑N
i=1 I(yi = ck)

N

2. 公式 (4.9)——P(X(j) = ajl|Y = ck) =
∑N

i=1 I(x(j)
i =ajl,yi=ck)∑N

i=1 I(yi=ck)
, j = 1, 2, . . . , n; l = 1, 2, . . . , Sj; k = 1, 2, . . . ,K

在条件 Y = ck 下，随机变量满足条件独立性。
令 p = P (X(j) = ajl|Y = ck)，ck 在随机变量 Y 中出现的次数为 m =

∑N
i=1 I(yi = ck)，Y = ck 和 X(j) = ajl 同

时发生的次数为 q =
∑N

i=1 I(x
(j)
i = ajl, yi = ck), 则似然函数为

L(p) = Cq
mpq(1− p)m−q

将上式两端取对数并关于 p 求导令其为 0，即得似然方程
∂ lnL(p)

∂p
= q ln p− (m− q) ln(1− p) = 0

解之即得 p 的最大似然估计，为
p̂ =

q

m
即条件概率 P (X(j) = ajl|Y = ck) 的极大似然估计是

P (X(j) = ajl|Y = ck) = p̂ =

∑N
i=1 I(x

(j)
i = ajl, yi = ck)∑N

i=1 I(yi = ck)

5 决策树

5.1 根据表 5.1 所给的训练数据集，利用信息增益比（C4.5 算法）生成决策树。
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分别以 A1, A2, A3, A4 表示年龄、有工作、有自己的房子和信贷情况 4 个特征，计算各特征对数据集 D 的信息增
益比，有

(1)

gR(D,A1) =
g(D,A1)

HA1
(D)

=
0.083

3(− 5
15

log2
5
15
)
= 0.052

(2)

gR(D,A2) =
g(D,A2)

HA2
(D)

=
0.324

− 5
15

log2
5
15

− 10
15

log2
10
15

= 0.353

(3)

gR(D,A3) =
g(D,A3)

HA3
(D)

=
0.420

− 6
15

log2
6
15

− 9
15

log2
9
15

= 0.433

(4)

gR(D,A4) =
g(D,A4)

HA4
(D)

=
0.363

− 5
15

log2
5
15

− 6
15

log2
6
15

− 4
15

log2
4
15

= 0.232

由于特征 A3（有自己的房子）的信息增益比最大，所以选择特征 A3 作为根结点的特征。它将训练集 D 划分为两
个子集 D1（A3 取值为“是”）和 D2（A3 取值为“否”）。由于 D1 只有同一类的样本点，所以它成为一个叶结点，结
点的类标记为“是”。
对于 D2 则需从特征 A1（年龄），A2（有工作），A4（信贷情况）中选择新的特征。计算各个特征的信息增益比：

gR(D2, A1) =
g(D2, A1)

HA1
(D2)

=
0.251

− 4
9

log2
4
9
− 2

9
log2

2
9
− 3

9
log2

3
9

= 0.164

gR(D2, A2) =
g(D2, A2)

HA2
(D2)

=
0.918

− 3
9

log2
3
9
− 6

9
log2

6
9

= 1.000

gR(D2, A4) =
g(D2, A4)

HA4
(D2)

=
0.474

− 4
9

log2
4
9
− 4

9
log2

4
9
− 1

9
log2

1
9

= 0.340

选择信息增益比最大的特征 A2（有工作）作为结点的特征，从这一结点引出两个子结点：一个是对应“是”（有工
作）的子结点，包含 3 个样本，它们属于同一类，所以这是一个叶结点，类标记为“是”；另一个是对应“否”（无工
作）的子结点，包含 6 个样本，它们也属于同一类，所以这也是一个叶结点，类标记为“否”。

这样生成一个如下图所示的决策树。该决策树只用了两个特征（有两个内部节点）。
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5.2 已知如表 5.2 所示的训练数据，使用平方误差损失准则生成一个二叉回归树。

(1) 由数据表可知，j 只能取 1，选择最优切分点 s，遍历求解
s = 1 时， ∑

xi∈R1(1,s)

(yi − ĉ1)
2 +

∑
xi∈R2(1,s)

(yi − ĉ2)
2 = 22.648

s = 2 时， ∑
xi∈R1(1,s)

(yi − ĉ1)
2 +

∑
xi∈R2(1,s)

(yi − ĉ2)
2 = 17.702

s = 3 时， ∑
xi∈R1(1,s)

(yi − ĉ1)
2 +

∑
xi∈R2(1,s)

(yi − ĉ2)
2 = 12.193

s = 4 时， ∑
xi∈R1(1,s)

(yi − ĉ1)
2 +

∑
xi∈R2(1,s)

(yi − ĉ2)
2 = 7.379

s = 5 时， ∑
xi∈R1(1,s)

(yi − ĉ1)
2 +

∑
xi∈R2(1,s)

(yi − ĉ2)
2 = 3.359

s = 6 时， ∑
xi∈R1(1,s)

(yi − ĉ1)
2 +

∑
xi∈R2(1,s)

(yi − ĉ2)
2 = 5.074

s = 7 时， ∑
xi∈R1(1,s)

(yi − ĉ1)
2 +

∑
xi∈R2(1,s)

(yi − ĉ2)
2 = 10.052

s = 8 时， ∑
xi∈R1(1,s)

(yi − ĉ1)
2 +

∑
xi∈R2(1,s)

(yi − ĉ2)
2 = 15.178

s = 9 时， ∑
xi∈R1(1,s)

(yi − ĉ1)
2 +

∑
xi∈R2(1,s)

(yi − ĉ2)
2 = 21.328

s = 10 时，所有的点都在 R1 内，则输入空间不变。
(2) 则当 j = 1, s = 5 时取得最小值，将输入空间划分为两个区域 x ≤ 5 和 x > 5。
(3) 接着，对两个子区域按上述过程递归计算，设定阈值为 0.2，即∑

xi∈R1(j,s)

(yi − ĉ1)
2 +

∑
xi∈R2(j,s)

(yi − ĉ2)
2 < 0.2

时不再划分，最终得到二叉回归树如下
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f(x) =



4.72, x ≤ 3

5.57, 3 < x ≤ 5

7.05, 5 < x ≤ 6

7.90, 6 < x ≤ 7

8.23, 7 < x ≤ 8

8.85, x > 8

5.3 证明 CART 剪枝算法中，当 α 确定时，存在唯一的最小树 Tα 使损失函数 Cα(T ) 最小。

存在性：子树的损失函数的公式为 Cα(T ) = C(T ) + |α(T )|，对于固定的 α，每一棵子树 Ti 都对应某一个 Cα(Ti)

损失函数。由于子树的数量有限，一定存在一个最小的损失函数 Cα(T ).
唯一性：反证法：假设存在两个或以上的最小树使损失函数最小，不妨从中任取两个最小树 T1, T2 使损失函数

Cα(T ) 最小，有 Cα(T1) = Cα(T2)。

如图所示，树 T0 有两个子树 T1, T2，其剪枝位置分别为 t1, t2，则有

Cα(t1) < Cα(T1)

Cα(t2) < Cα(T2)

由假设 Cα(T1) = Cα(T2)，进而有
Cα(t1) < Cα(T2)

Cα(t2) < Cα(T1)

这表明对于子树 T1, T2，总存在进一步的剪枝使损失函数变小（在 T1 中剪枝 t2，在 T2 中剪枝 t1），即 T1, T2 均
不能使损失函数最小，矛盾。
因此，当 α 确定时，存在唯一的最小树 Tα 使损失函数 Cα(T ) 最小。
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6 逻辑斯谛回归与最大熵模型

6.2 写出逻辑斯谛回归模型学习的梯度下降算法。

对于给定的训练数据集 T = {(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xN , yN )}，其中 xi ∈ Rn，yi ∈ {0, 1}，考虑对应的逻辑斯谛回
归模型。
为了方便，将权值向量和输入向量加以扩充，仍记作 w, x，即 w = (w(1), w(2), · · · , w(n), b)T , x = (x(1), x(2), · · · , x(n), 1)。

这时，逻辑斯谛回归模型如下：

P (Y = 1|x) = exp(w · x)
1 + exp(w · x)

P (Y = 0|x) = 1

1 + exp(w · x)
设

P (Y = 1|x) = π(x), P (Y = 1|x) = 1− π(x)

似然函数为
N∏
i=1

[π(xi)]
yi [1− π(xi)]

1−yi

对数似然函数为

L(w) =
N∑
i=1

[yi logπ(xi) + (1− yi) log(1− π(xi))]

=

N∑
i=1

[yi log π(xi)

1− π(xi)
+ log(1− π(xi))]

=
N∑
i=1

[yi(w · xi)− log(1 + exp(w · xi))]

算法——逻辑斯谛回归模型学习的梯度下降法
输入：目标函数 f(w) = −L(w)，梯度函数 g(w) = ∇L(w)，计算精度 ε；
输出：最优参数值 w∗；最优模型 P (Y = 1|x) = exp(w∗·x)

1+exp(w∗·x) , P (Y = 0|x) = 1
1+exp(w∗·x)。

(1) 取初值 w(0) ∈ Rn+1，置 k = 0。
(2) 计算 f(w(k))。
(3) 计算梯度 gk = g(w(k))，当 ||gk|| < ε 时，停止迭代，令 w∗ = w(k)；否则，令 pk = −g(w(k))，求 λk，使

f(w(k) + λkpk) = min
λ≥0

f(w(k) + λpk)

(4) 置 w(k+1) = w(k) + λkpk，计算 f(w(k+1))

当 ||f(w(k+1))− f(w(k))|| < ε 或 ||w(k+1) − w(k)|| < ε 时，停止迭代，令 w∗ = w(k+1)。
(5) 否则，置 k = k + 1，转 (3)。
注意：梯度下降法是用于求解极小值点，应用到逻辑斯谛回归模型中，需要对目标函数略作调整。

6.3 写出最大熵模型的 DFP 算法。

对于最大熵模型而言，

Pw(y|x) =
exp

(∑n
i=1 wifi(x, y)

)
∑

y exp
(∑n

i=1 wifi(x, y)

)
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目标函数：

min
w∈Rn

f(w) =
∑
x

P̃ (x) log
∑
y

exp
( n∑

i=1

wifi(x, y)

)
−
∑
x,y

P̃ (x, y)
n∑

i=1

wifi(x, y))

梯度：

g(w) =

(
∂f(w)

∂w1

,
∂f(w)

∂w2

, . . . ,
∂f(w)

∂wn

)T

其中，
∂f(w)

∂wi

=
∑
x,y

P̃ (x)Pw(y|x)fi(x, y)− EP̃ (fi), i = 1, 2, . . . , n

算法——最大熵模型学习的 DFP 算法
输入：特征函数 f1, f2, · · · , fn；经验分布 P̃ (x, y)，目标函数 f(w)，梯度 g(w) = ∆L(w)，精度要求 ε；
输出：最优参数值 w∗；最优模型 Pw∗(y|x)。
(1) 选定初始点 w(0)，取 G0 为正定对称矩阵，置 k = 0。
(2) 计算 gk = g(w(k))，若 ||gk|| < ε，则停止计算，得近似解 w∗ = w(k)；否则转 (3)。
(3) 置 pk = −Gkgk。
(4) 一维搜索：求 λk 使得

f(w(k) + λkpk) = min
λ≥0

f(w(k) + λpk)

(5) 置 w(k+1) = w(k) + λkpk。
(6) 计算 gk+1 = g(w(k+1))，若 ||gk+1|| < ε，则停止计算，得近似解 w∗ = w(k+1)；否则按下式求出 Gk+1：

Gk+1 = Gk +
δkδ

T
k

δTk yk
− Gkyky

T
k Gk

yTk Gkyk

其中，
yk = gk+1 − gk, δk = w(k+1) − wk

(7) 否则，置 k = k + 1，转 (3)。

7 支持向量机

7.2 已知正例点 x1 = (1, 2)T , x2 = (2, 3)T , x3 = (3, 3)T，负例点 x4 = (2, 1)T , x5 = (3, 2)T，试求最大间
隔分离超平面和分类决策函数，并在图上画出分离超平面、间隔边界及支持向量。

方法一：根据已知数据构造约束最优化问题

min
w,b,

1

2
(w2

1 + w2
2)

s.t. w1 + 2w2 + b ≥ 1

2w1 + 3w2 + b ≥ 1

3w1 + 3w2 + b ≥ 1

−2w1 − w2 − b ≥ 1

−3w1 − 2w2 − b ≥ 1

求得此最优化问题的解 w1 = −1, w2 = 2, b = −2。于是最大间隔分离超平面为

−x(1) + 2x(2) − 2 = 0
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分类决策函数为

f(x) = sign
(
−x(1) + 2x(2) − 2

)
其中，x1 = (1, 2)T , x3 = (3, 3)T , x5 = (3, 2)T 是支持向量。
方法二：根据已知数据，对偶问题是

min
α

1

2

5∑
i=1

5∑
j=1

αiαjyiyj(xi · xj)−
5∑

i=1

αi

=
1

2
(5α2

1 + 13α2
2 + 18α2

3 + 5α2
4 + 13α2

5 + 16α1α2 + 18α1α3 − 8α1α4 − 14α1α5 + 30α2α3

− 14α2α4 − 24α2α5 − 18α3α4 − 30α3α5 + 16α4α5)− α1 − α2 − α3 − α4 − α5

s.t. α1 + α2 + α3 − α4 − α5 = 0

αi ≥ 0, i = 1, 2, 3, 4, 5

利用 MATLAB 求解得到，s(α1, α2, α3, α4, α5) 在 α1 =
1
2
, α2 = 0, α3 = 2, α4 = 0, α5 =

5
2
达到最小。

这样，α∗
1 = 1

2
, α∗

3 = 2, α∗
5 = 5

2
对应的实例点 x1 = (1, 2)T , x3 = (3, 3)T , x5 = (3, 2)T 是支持向量。进一步，求得

w∗ =
n∑

i=1

α∗
i yixi = 2

b∗ = yj −
n∑

i=1

α∗
i yi(xi · xj) = −2

最大间隔分离超平面为
−x(1) + 2x(2) − 2 = 0

分类决策函数为

f(x) = sign
(
−x(1) + 2x(2) − 2

)
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编写目标函数文件 fun1.m

1 f unc t i on f = fun1 ( x )
2 f = 1/2∗(5∗x (1)^2 + 13∗x (2)^2 +18∗x(3)^2+5∗x(4)^2+13∗x (5)^2 + 16∗x (1)∗ x ( 2 ) + . . .
3 18∗x (1)∗ x(3)−8∗x (1)∗ x(4) −14∗x (1)∗ x(5)+ 30∗x (2)∗ x(3) −14∗x (2)∗ x(4) −24∗x (2)∗ x ( 5 ) − . . .
4 18∗x (3)∗ x(4) −30∗x (3)∗ x(5)+16∗x (4)∗ x(5)) −x(1)−x(2)−x(3)−x(4)−x ( 5 ) ;
5 end

编写约束条件文件 fun2.m

1 f unc t i on [ g , h]= fun2 ( x )
2 g= −x ;
3 h=x(1)+x(2)+x(3)−x(4)−x ( 5 ) ;
4 end

利用 fmincon() 函数进行计算

1 [ x , y ] = fmincon ( ’ fun1 ’ , rand (5 , 1 ) , [ ] , [ ] , [ ] , [ ] , z e r o s ( 5 , 1 ) , [ ] , ’ fun2 ’ )

7.3 线性支持向量机还可以定义为以下形式：

min
w,b,ξ

1

2
||w||2 + C

N∑
i=1

ξ2i

s.t. yi(w · xi + b) ≥ 1− ξi, i = 1, 2, · · · , N
ξi ≥ 0, i = 1, 2, · · · , N

试求其对偶形式。
首先构建拉格朗日函数。对每一个不等式约束引进拉格朗日乘子 αi, µi ≥ 0, i = 1, 2, · · · , N，定义拉

格朗日函数：

L(w, b, ξ, α, µ) =
1

2
||w||2 + C

N∑
i=1

ξ2i −
N∑
i=1

αiyi(w · xi + b) +
N∑
i=1

(1− ξi)αi −
N∑
i=1

µiξi

对偶问题是拉格朗日函数的极大极小问题。首先求 L(w, b, ξ, α, µ) 对 w, b, ξ 的极小，由

∇wL(w, b, ξ, α, µ) = w −
N∑
i=1

αiyixi = 0

∇bL(w, b, ξ, α, µ) = −
N∑
i=1

αiyi = 0

∇ξiL(w, b, ξ, α, µ) = 2Cξi − αi − µi = 0

得

w =
N∑
i=1

αiyixi
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N∑
i=1

αiyi = 0

2Cξi − αi − µi = 0

将上三式带入拉格朗日函数，得

min
w,b,ξ

L(w, b, ξ, α, µ) = −1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

αiαjyiyj(xi · xj) +
N∑
i=1

αi −
N∑
j=1

(αi + µi)
2

4C

再对 minw,b,ξ L(w, b, ξ, α, µ) 求 α 和 µ 的极大，即得对偶问题:

max
α,µ

−1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

αiαjyiyj(xi · xj) +
N∑
i=1

αi −
N∑
j=1

(αi + µi)
2

4C

s.t.
∑N

i=1 αiyi = 0

αi ≥ 0

µi ≥ 0, i = 1, 2, · · · , N

再将对目标函数求极大转换为求极小，于是得到对偶问题：

min
α,µ

1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

αiαjyiyj(xi · xj)−
N∑
i=1

αi +
N∑
j=1

(αi + µi)
2

4C

s.t.
∑N

i=1 αiyi = 0

αi ≥ 0

µi ≥ 0, i = 1, 2, · · · , N

7.4 证明内积的正整数幂函数：

K(x, z) = (x · z)p

是正定核函数，这里 p 是正整数，x, z ∈ Rn。
注意：通常所说的核函数就是正定核函数。
方法一：
当 p = 1 时，K(x, z) = x · z = ϕ1(x) · ϕ1(z)，其中 ϕ1(x) = x，则 K(x, z) 是正定核函数。
假设当 p = t(t > 1) 时 K(x, z) 是正定核函数，则存在一个从输入空间 Rn 到特征空间 H 的映射

ϕt(x) : Rn → H，使得对所有的 x, z ∈ Rn，都有 K(x, z) = ϕt(x) · ϕt(z)。
不妨设 ϕt(x) = (f1(x), f2(x), · · · , fm(x))T，其中 x = (x(1), x(2), · · · , x(n))。
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则当 p = t+ 1 时，有

K(x, z) = (x · z)t+1

= (x · z)k(x · z)

= (ϕt(x) · ϕt(z))(x · z)

= (f1(x)f1(z) + f2(x)f2(z) + · · ·+ fm(x)fm(z))(x
(1)z(1) + x(2)z(2) + · · ·+ x(n)z(n))

= (f1(x)x
(1))(f1(z)z

(1)) + · · ·+ (f1(x)x
(n))(f1(z)z

(n)) + (f2(x)x
(1))(f2(z)z

(1)) + · · ·

+ (f2(x)x
(n))(f2(z)z

(n)) + · · ·+ (fm(x)x
(1))(fm(z)z

(1)) + · · ·+ (fm(x)x
(n))(fm(z)z

(n))

= ϕt+1(x) · ϕt+1(z)

其中 ϕt+1(x) = (f1(x)x
(1), · · · , f1(x)x(n), f2(x)x

(1), · · · , f2(x)x(n), · · · , fm(x)x(1), · · · , fm(x)x(n))T。
所以当 p = t+ 1 时，K(x, z) 也是正定核函数。
由数学归纳法，可知 K(x, z) = (x · z)p (p ∈ N+, x, z ∈ Rn) 是正定核函数。
方法二：
（也可以利用实对称矩阵半正定充要条件证明）
显然 K(x, z) = (x · z)p 是对称函数，由正定核的充要条件，要证 K(x, z) 是正定核函数，只要证

K(x, z) 对应的 Gram 矩阵 K = [K(xi, xj)]n×n 是半正定的。
对任意 c = (c1, c2, · · · , cn)T , c1, c2, · · · , cn ∈ R，当 p = 1时，记 K(x, z)对应的 Gram矩阵为 K1，有

cTK1c =
n∑

i,j=1

cicjK(xi, xj)

=
n∑

i,j=1

cicj(xi · xj)

=

( n∑
i

cixi

)
·
( n∑

j

cjxj

)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑
i

cixi

∣∣∣∣∣∣∣∣2≥ 0

表明 p = 1 时，K(x, z) 对应的 Gram 矩阵 K1 是半正定的。
假设 p = t(t > 1)时 K(x, z)对应的 Gram矩阵 Kt 是半正定的，则对任意向量 d = (d1, d2, · · · , dn)T，

有 dTKtd ≥ 0。
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考虑 p = t+ 1 时的情形，记 d = (d1, d2, · · · , dn)T , di =
∑n

i cixi，有

cTKt+1c =
n∑

i,j=1

cicjK(xi, xj)

=
n∑

i,j=1

cicj(xi · xj)
t+1

=
n∑

i,j=1

cicj(xi · xj)(xi · xj)
t

=
n∑
i

cixi

n∑
j

cjxj(xi · xj)
t

= dTKtd ≥ 0

即 p = t+ 1 时矩阵 Kt+1 也是半正定的。
由数学归纳法，可知 K(x, z)对应的 Gram矩阵 K = [K(xi, xj)]n×n 是半正定的，从而 K(x, z)是正

定核函数。

8 提升方法

8.2 比较支持向量机、AdaBoost、逻辑斯谛回归模型的学习策略和算法

方法 学习策略 学习算法
支持向量机 极小化正则化合页损失，软间隔最大化 序列最小最优化算法（SMO）
AdaBoost 极小化加法模型的指数损失 前向分步加法算法

逻辑斯谛回归模型 极大似然估计，正则化的极大似然估计 改进的迭代尺度算法，梯度下降，拟牛顿法

学习策略
在二类分类的监督学习中，支持向量机、AdaBoost、逻辑斯谛回归模型各自使用合页损失函数、逻辑斯谛损失函

数、指数损失函数，分别如下：
[1− yf(x)]+

log[1 + exp(−yf(x))]

exp(−yf(x))

这三种损失函数都是 0-1 损失函数的上界，可以认为支持向量机、AdaBoost、逻辑斯谛回归模型使用不同的代理
损失函数表示分类的损失，定义经验风险或结构经验风险，实现二类分类学习任务。学习的策略是优化以下结构风险
函数：

min
f∈H

1

N

N∑
i=1

L(yi, f(xi)) + λJ(f)

其中第一项为经验风险，第二项为正则化项，L(y, f(X)) 为损失函数，J(f) 为模型的复杂度，λ ≥ 0 为系数。
支持向量机用 L2 范数表示模型的复杂度；AdaBoost 没有显式的正则化项，通常通过早停止的方法达到正则化的

效果；原始的逻辑斯谛回归模型没有正则化项，可以给它加上 L2 范数正则化项。
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学习算法
支持向量机学习，可以解凸二次规划的对偶问题，有序列最小最优化算法等方法。
AdaBoost 利用学习的模型是加法模型、损失函数是指数损失函数的特点，启发式地从前向后逐步学习模型，以达

到逼近优化目标函数的目的。
逻辑斯谛回归模型的学习利用梯度下降算法、拟牛顿法等。这些都是一般的无约束最优化问题的解法。
支持向量机和逻辑斯谛回归模型是凸优化问题，全局最优解保证存在；而 AdaBoost 则不是凸优化问题。

补充题 已知错分误差 R(f) 的定义如下，Y = {−1, 1}，求 R(f) 的极小值点。

Let ρ be a probability distribution on Z := X × Y . The misclassificaiton error R(f) for
a classifier f : X → Y is defined to be the probability of a wrong prediction, i.e., the measure
of the event {f(x) ̸= y},

R(f) := Probz∈Z{f(x) ̸= y} =

∫
X

Proby∈Y (y ̸= f(x)|x)dρX

方法一：
由 Y = {−1,+1} 可知，对任意 x ∈ X，y ∈ {−1,+1}，f(x) ∈ {−1,+1}，从而有

R(f) =

∫
X

Proby∈Y (y ̸= f(x)|x)dρX

=

∫
X

Proby∈Y (y = 1, f(x) = −1|x) + Proby∈Y (y = −1, f(x) = 1|x)dρX

=

∫
X

Proby∈Y (y = 1|x)(1− 1

2
(f(x) + 1)) + Proby∈Y (y = −1|x)(1

2
(f(x) + 1))dρX

=
1

2

∫
X

(Proby∈Y (y = 1|x) + Proby∈Y (y = −1|x)) + (Proby∈Y (y = −1|x)− Proby∈Y (y = 1|x))f(x)dρX

=
1

2

∫
X

1 + (Proby∈Y (y = −1|x)− Proby∈Y (y = 1|x))f(x)dρX

由 f(x) ∈ {−1,+1}，令

fc(x) =

{
1, if Proby∈Y (y = 1|x) ≥ Proby∈Y (y = −1|x)
−1, if Proby∈Y (y = 1|x) < Proby∈Y (y = −1|x)

则对任意的 f，总有 R(f) ≥ R(fc)。
因此，R(f) 的极小值点为 fc。
方法二：
令 ρ 的回归函数 fρ : X → Y 为

fρ(x) =

∫
Y

ydρ(y|x)

由 Y = {1,−1} 可知，fρ(x) = Proby∈Y (y = 1|x)− Proby∈Y (y = −1|x)。
考虑 fc(x) := sgn(fρ)(x)，有

fc(x) = sgn(fρ)(x) =

{
1, if Proby∈Y (y = 1|x) ≥ Proby∈Y (y = −1|x)
−1, if Proby∈Y (y = 1|x) < Proby∈Y (y = −1|x)
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注意到对 x ∈ X，有 Proby∈Y (y = fc(x)|x) ≥ Proby∈Y (y ̸= fc(x)|x)。
那么对任意的 f，总有 f(x) = fc(x)或 Proby∈Y (y ̸= f(x)|x) = Proby∈Y (y = fc(x)|x) ≥ Proby∈Y (y ̸=

fc(x)|x) 成立，进而由 R(f) 定义可知 R(f) ≥ R(fc)。
因此，R(f) 的极小值点为 fc。

8.1 某公司招聘职员考查身体、业务能力、发展潜力这 3 项。身体分为合格 1、不合格 0 两级，业务
能力和发展潜力分为上 1、中 2、下 3 三级。分类分为合格 1、不合格-1 两类。已知 10 个人的
数据，如表 8.5 所示。假设弱分类器为决策树桩。试用 AdaBoost 算法学习一个强分类器。

决策树桩（decision stump，也称单层决策树）是一种简单的决策树，它仅基于单个特征来做决策。
由于这棵树只有一次分裂过程，因此它实际上就是一个树桩。
初始化数据权值分布

D1 = (w11, w12, · · · , w110)

w1i = 0.1, i = 1, 2, · · · , 10

记 x = (x(1), x(2), x(3))，其中 x(1), x(2), x(3) 分别对应身体、业务能力和发展潜力。考虑弱分类器为决
策树桩，由 x(k) < v 或 x(k) > v (k = 1, 2, 3) 产生，其阈值 v 使该分类器在训练数据集上分类误差率最
低。
对于“身体”，取值有 0、1，则阈值 v 的可能取值有 {−0.5, 0.5, 1.5}；
对于“业务能力”，取值有 1、2、3，则阈值 v 的可能取值有 {0.5, 1.5, 2.5, 3.5}；
对于“发展潜力”，取值有 1、2、3，则阈值 v 的可能取值有 {0.5, 1.5, 2.5, 3.5}。

对m = 1，
(a) 在权值分布为 D1 的训练数据上，遍历所有可能的阈值，得到基本分类器为

G1(x) =

{
1, x(1) > 1.5

−1, x(1) < 1.5

(b) G1(x) 在训练数据集上的误差率 e1 =
∑10

i=1 P (G1(xi) ̸= yi) = 0.2。
(c) 计算 G1(x) 的系数：α1 =

1
2

log 1−e1
e1

= 0.6931。
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(d) 更新训练数据的权值分布：

D2 = (w21, w22, · · · , w210)

w2i =
w1i

Z1

exp(−α1yiG1(xi)), i = 1, 2, · · · , 10

D2 = (0.0625, 0.0625, 0.0625, 0.0625, 0.0625, 0.0625, 0.2500, 0.2500, 0.0625, 0.0625)

f1(x) = 0.6931G1(x)

分类器 sign[f1(x)] 在训练数据集上有 2 个误分类点。
对m = 2，

(a) 在权值分布为 D2 的训练数据上，遍历所有可能的阈值，得到基本分类器为

G2(x) =

{
1, x(2) < 1.5

−1, x(2) > 1.5

(b) G2(x) 在训练数据集上的误差率 e2 = 0.1875。
(c) 计算 G2(x) 的系数：α2 = 0.7331。
(d) 更新训练数据的权值分布：

D3 = (0.1667, 0.0385, 0.0385, 0.1667, 0.0385, 0.1667, 0.1538, 0.1538, 0.0385, 0.0385)

f2(x) = 0.6931G1(x) + 0.7331G2(x)

分类器 sign[f2(x)] 在训练数据集上有 3 个误分类点。
对m = 3，

(a) 在权值分布为 D3 的训练数据上，遍历所有可能的阈值，得到基本分类器为

G3(x) =

{
1, x(3) < 1.5

−1, x(3) > 1.5

(b) G3(x) 在训练数据集上的误差率 e3 = 0.2692。
(c) 计算 G3(x) 的系数：α3 = 0.4993。
(d) 更新训练数据的权值分布：

D4 = (0.1140, 0.0714, 0.0263, 0.1140, 0.0263, 0.1140, 0.2857, 0.1053, 0.0714, 0.0714)

f3(x) = 0.6931G1(x) + 0.7331G2(x) + 0.4993G3(x)

分类器 sign[f3(x)] 在训练数据集上有 1 个误分类点。
对m = 4，

(a) 在权值分布为 D4 的训练数据上，遍历所有可能的阈值，得到基本分类器为

G4(x) =

{
1, x(1) > 0.5

−1, x(1) < 0.5

(b) G4(x) 在训练数据集上的误差率 e4 = 0.2381。
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(c) 计算 G4(x) 的系数：α4 = 0.5816。
(d) 更新训练数据的权值分布：

D5 = (0.0748, 0.0469, 0.0553, 0.2395, 0.0553, 0.0748, 0.1875, 0.0691, 0.150, , 0.0469)

f4(x) = 0.6931G1(x) + 0.7331G2(x) + 0.4993G3(x) + 0.5816G4(x)

分类器 sign[f4(x)] 在训练数据集上有 1 个误分类点。
对m = 5，

(a) 在权值分布为 D5 的训练数据上，遍历所有可能的阈值，得到基本分类器为

G5(x) =

{
1, x(1) > 1.5

−1, x(1) < 1.5

(b) G5(x) 在训练数据集上的误差率 e5 = 0.2566。
(c) 计算 G5(x) 的系数：α5 = 0.5319。
(d) 更新训练数据的权值分布：

D6 = (0.0503, 0.0315, 0.0372, 0.1611, 0.0372, 0.0503, 0.3654, 0.1346, 0.1009, 0.0315)

f5(x) = 0.6931G1(x) + 0.7331G2(x) + 0.4993G3(x) + 0.5816G4(x) + 0.5319G5(x)

分类器 sign[f5(x)] 在训练数据集上有 1 个误分类点。
对m = 6，

(a) 在权值分布为 D6 的训练数据上，遍历所有可能的阈值，得到基本分类器为

G6(x) =

{
1, x(3) < 2.5

−1, x(3) > 2.5

(b) G6(x) 在训练数据集上的误差率 e6 = 0.2514。
(c) 计算 G6(x) 的系数：α6 = 0.5455。
(d) 于是得到：

f6(x) = 0.6931G1(x) + 0.7331G2(x) + 0.4993G3(x) + 0.5816G4(x) + 0.5319G5(x) + 0.5455G6(x)

分类器 sign[f6(x)] 在训练数据集上误分类点个数为 0。
于是最终分类器为

G(x) = sign[f6(x)] = sign[0.6931G1(x)+0.7331G2(x)+0.4993G3(x)+0.5816G4(x)+0.5319G5(x)+0.5455G6(x)]

代码如下：

1 import numpy as np
2 from math import ∗
3

4 #特征，对身体特征做调整，统一标准，均为数值越小越好 , 后续分类器中还原
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5 data = np . ar ray ( [ [ 1 , 1 , 0 , 0 , 0 , 1 , 0 , 0 , 0 , 1 ] ,
6 [ 1 , 3 , 2 , 1 , 2 , 1 , 1 , 1 , 3 , 2 ] ,
7 [ 3 , 1 , 2 , 3 , 3 , 2 , 2 , 1 , 1 , 1 ] ] )
8 #标签，将−1改记为 0便于后续计算
9 l a b e l = np . ar ray ( [ 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 1 , 1 , 0 , 0 ] )

10 #权值分布
11 D = l i s t ( )
12 D. append ( np . a r ray ( [ 1 / l en ( l a b e l ) ] ∗ l en ( l a b e l ) ) )
13 #基本分类器
14 G = l i s t ( )
15

16 #遍历切分点得到基本分类器
17 de f find_min ( weight ) :
18 #所有切分点
19 cut = [ [ −0 . 5 , 0 . 5 , 1 . 5 ] ,
20 [ 0 . 5 , 1 . 5 , 2 . 5 , 3 . 5 ] ,
21 [ 0 . 5 , 1 . 5 , 2 . 5 , 3 . 5 ] ]
22 #遍历记录各切分点的分类误差率及切分点标记
23 k = 0
24 p = 0
25 E = np . ar ray ( [ 0 , 0 . 0 ] ∗ 11)
26 F = np . ar ray ( [ 0 . 0 ] ∗ 11)
27 #遍历计算各切分点的分类误差率
28 f o r i i n range ( l en ( cut ) ) :
29 f o r j i n cut [ i ] :
30 #分类误差率
31 e r r = np . sum( weight ∗ ( ( data [ i ] < j ) != l a b e l ) )
32 #记录切分点标记
33 E[ k ] = i
34 E[ k+1] = j
35 k = k + 2
36 #记录各切分点的分类误差率
37 F [ p ] = e r r
38 p = p + 1
39 #获取第一个达到最小分类误差率的切分点
40 t = np . where (F == np . min (F ) ) [ 0 ] [ 0 ]
41 e r r = F [ t ]
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42 s u b s c r i p t = ( i n t (E[ 2∗ t ] ) , E[ 2∗ t +1])
43 r e tu rn s u b s c r i p t
44

45 #设置最大迭代次数
46 M = 20
47 #开始迭代计算
48 f o r m in range (M) :
49 #记录基本分类器
50 g = find_min (D[m] )
51 #预测结果初始化
52 p r e d i c t = np . ar ray ( [ 0 ] ∗ 10)
53 #利用分类器得到结果
54 p r e d i c t = ( data [ g [ 0 ] ] < g [ 1 ] ) + 0
55 #计算分类误差率
56 e = np . sum(D[m] ∗ ( p r e d i c t != l a b e l ) )
57 #计算Gm( x )的系数
58 a = np . l o g ( ( 1 − e ) / e ) / 2
59 #更新权值分布，计算时把标签中的 0变回−1
60 D. append (D[m] ∗ np . exp(−a ∗ ( l a b e l ∗ 2 − 1) ∗ ( p r e d i c t ∗ 2 − 1) ) /
61 np . sum(D[m] ∗ np . exp(−a ∗ ( l a b e l ∗ 2 − 1)∗ ( p r e d i c t ∗ 2 − 1 ) ) ) )
62 #输出更新的权值分布
63 p r i n t ( np . around (D[m] , dec ima l s =4))
64 #输出系数、基本分类器，针对关于身体特征的分类器时，还原原数据情况
65 i f g [ 0 ] == 0 :
66 p r i n t ( f ”G{m + 1}在训练数据集上的误差率为 {np . round ( e , dec ima l s =4)} , ”
67 f ”G{m + 1}的系数为 {np . round ( a , dec ima l s =4)} ,基本分类器为 ”
68 f ”第{g [ 0 ] + 1}个变量 {’>’}{1−g [ 1 ] } 时为合格 1 , ” , end=”” )
69 e l s e :
70 p r i n t ( f ”G{m + 1}在训练数据集上的误差率为 {np . round ( e , dec ima l s =4)} , ”
71 f ”G{m + 1}的系数为 {np . round ( a , dec ima l s =4)} ,基本分类器为 ”
72 f ”第{g [ 0 ] + 1}个变量 { ’ < ’}{g [ 1 ] } 时为合格 1 , ” , end=”” )
73

74 #记录基本分类器及系数
75 G. append ( ( a , g ) )
76 #初始化最终分类结果
77 f f = np . ar ray ( [ 0 . 0 ] ∗ 10)
78 #构建基本分类器的线性组合
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79 f o r a , g in G:
80 p r e d i c t = np . ar ray ( [ 0 ] ∗ 10)
81 p r e d i c t = data [ g [ 0 ] ] < g [ 1 ]
82 f f += a ∗ (2 ∗ p r e d i c t − 1)
83 #得到最终分类器并将分类结果中的 −1调整为 0
84 f f = ( np . s i g n ( f f )+1)/2
85

86 p r i n t ( f ”分类器在训练数据集上有 {np . sum( f f != l a b e l )}个误分类点。 ” )
87 #如果不存在误分类点，则提前停止迭代
88 i f sum( f f != l a b e l ) == 0 :
89 break

14 聚类方法

14.1 试写出分裂聚类算法，从上而下地对数据进行聚类，并给出其算法复杂度。

分裂聚类算法从考虑将分为一个类的所有样本划分为两个非空子集开始，这相当于有 2n−1 − 1 种可
能性，其数量会以指数形式快速增长，即使是中等规模的数据集，这种完全列举的方法在计算上也是难
以实现的。下述为不考虑所有划分情况的分裂聚类算法：
算法（分裂聚类算法）
输入：n 个样本组成的样本集合及样本之间的距离；
输出：对样本集合的一个层次化聚类。
（1）计算 n 个样本两两之间的欧氏距离 {dij}，记作矩阵 D = [dij]n×n。
（2）将所有样本分到一个类 G1 中。
（3）选择当前类 Gt (t = 1, 2, . . . , n) 中样本间距离 dij 最大的两个样本 xi, xj，构建两个新类，使得

xi, xj 分别分到其中一类。对当前类 Gt 中任一样本 xk，若 dik < djk，则将 xk 分到 xi 所在的类，反之
则分到 xj 所在的类。

(4) 若类的个数为 n，终止计算，否则对新产生的类重复进行步（3）。
可以看出上述分裂聚类算法的复杂度是 O(n3m)，其中 m 是样本的维数，n 是样本个数。

14.3 证明式 (14.21) 成立，即 k 均值的可能解的个数是指数级的。（课堂上已对该式做出更正）

S(n, k) =
1

k!

k∑
l=0

(−1)l
(
k

l

)
(k − l)n (14.21)

当 k = 1，此时

1 = S(n, 1) =
1

1!

1∑
l=0

(−1)l
(
1

l

)
(1− l)n
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下面假设 1 < k ≤ n。
考虑样本为 n+ 1，类别仍为 k 的情形，若前 n 个样本已经分成了 k 个类，则第 n+ 1 个样本只需

任意插入一类即可，有 k 种可能；若前 n 个样本仅分成了 k − 1 个类，则第 n+ 1 个样本自动成为第 k

类。于是有
S(n+ 1, k) = k · S(n, k) + S(n, k − 1)

假设样本数为 n 时式 (14.21) 成立，即

S(n, k) =
1

k!

k∑
l=0

(−1)l
(
k

l

)
(k − l)n, 1 < k ≤ n

则当样本数为 n+ 1 时，对任意 1 < k < n 有

S(n+ 1, k) = k · S(n, k) + S(n, k − 1)

= k · 1

k!

k∑
l=0

(−1)l
(
k

l

)
(k − l)n +

1

(k − 1)!

k−1∑
l=0

(−1)l
(
k − 1

l

)
(k − 1− l)n

=
1

(k − 1)!

k∑
l=0

(−1)l
(
k

l

)
(k − l)n +

1

(k − 1)!

k∑
l=1

(−1)l−1

(
k − 1

l − 1

)
(k − l)n

=
kn

(k − 1)!
+

1

(k − 1)!

k∑
l=1

(
k

l

)
(k − l)n(1− l

k
)

=
kn+1

k!
+

1

k!

k∑
l=1

(
k

l

)
(k − l)n+1

=
1

k!

k∑
l=0

(−1)l
(
k

l

)
(k − l)n+1

对于 k = n+ 1，有 1 = S(n+ 1, n+ 1)。要证

1 = S(n+ 1, n+ 1) =
1

(n+ 1)!

n+1∑
l=0

(−1)l
(
n+ 1

l

)
(n+ 1− l)n+1

只要证

(n+ 1)! =
n+1∑
l=0

(−1)l
(
n+ 1

l

)
(n+ 1− l)n+1

不失一般性，下面证明

n! =
n∑

l=0

(−1)l
(
n

l

)
(n− l)n

做变量替换，令 t = n− l，上式变成

n! =
n∑

t=0

(−1)n−t

(
n

t

)
tn
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考虑二项式展开

(x− 1)n =
n∑

t=0

(
n

t

)
(−1)n−txt

等式两边关于 x 求导并乘以 x，有

n(x− 1)n−1x =
n∑

t=0

(
n

t

)
(−1)n−ttxt

再关于 x 求导并乘以 x，有

n(n− 1)(x− 1)n−2x2 + n(x− 1)n−1x =
n∑

t=0

(
n

t

)
(−1)n−tt2xt

重复上述操作到第 n 次，有

n!xn +
n!

n
(x− 1)xn−1 + · · ·+ n(x− 1)n−1x =

n∑
t=0

(
n

t

)
(−1)n−ttnxt

取 x = 1，有

n! =
n∑

t=0

(−1)n−t

(
n

t

)
tn

从而样本数量为 n+ 1 时，对任意 1 < k ≤ n 有

S(n+ 1, k) =
1

k!

k∑
l=0

(−1)l
(
k

l

)
(k − l)n+1

因此由数学归纳法可知，式 (14.21) 成立。

15 奇异值分解

15.1 试求矩阵

A =

[
1 2 0

2 0 2

]
的奇异值分解。
（1）求矩阵 ATA 的特征值和特征向量
求对称矩阵 ATA

ATA =


1 2

2 0

0 2


[
1 2 0

2 0 2

]
=


5 2 4

2 4 0

4 0 4


求解 |λI − ATA| = 0，得矩阵 ATA 的特征值 λ1 = 9，λ2 = 4 和 λ3 = 0。
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再将三个特征值分别带入特征方程 (ATA− λI)x = 0，得到对应的单位特征向量分别为

v1 =


5

3
√
5

2
3
√
5

4
3
√
5

 , v2 =


0
2√
5

− 1√
5

 , v3 =


−2

3
1
3
2
3


（2）求正交矩阵 V

构造正交矩阵 V

V =


5

3
√
5

0 −2
3

2
3
√
5

2√
5

1
3

4
3
√
5

− 1√
5

2
3


（3）求对角矩阵 Σ

奇异值为 σ1 =
√
λ1 = 3，σ2 =

√
λ2 = 2，σ3 =

√
λ3 = 0。构造对角矩阵

Σ =

[
3 0 0

0 2 0

]
（4）求正交矩阵 U

基于 A 的正奇异值计算得到列向量 u1，u2

u1 =
1

σ1

Av1 =
1

3

[
1 2 0

2 0 2

]
5

3
√
5

2
3
√
5

4
3
√
5

 =

[
1√
5
2√
5

]

u2 =
1

σ2

Av2 =
1

2

[
1 2 0

2 0 2

]
0
2√
5

− 1√
5

 =

[
2√
5

− 1√
5

]

构造正交矩阵 U

U =

[
1√
5

2√
5

2√
5

− 1√
5

]
（5）矩阵 A 的奇异值分解

A = UΣV T =

[
1√
5

2√
5

2√
5

− 1√
5

][
3 0 0

0 2 0

]
5

3
√
5

2
3
√
5

4
3
√
5

0 2√
5

− 1√
5

−2
3

1
3

2
3


15.3 比较矩阵的奇异值分解与对称矩阵的对角化的异同。

相同点：
1. 都可以将目标矩阵表示成几个矩阵的乘积的形式；
2. 都需要进行矩阵的特征值和特征向量的计算。
不同点：

25



1. 矩阵 A的奇异值分解计算的是矩阵 ATA的特征值和特征向量，而对称矩阵对角化计算的是矩阵
自身的特征值和特征向量；

2. 奇异值分解中矩阵的奇异值是对特征值开方，都是非负的，而对称矩阵对角化中矩阵的特征值可
以是负的；

3. 奇异值分解中只需将特征向量单位化即可构成正交矩阵，而对称矩阵对角化中还需要将同一特征
值的不同特征向量作正交化处理；

4. 奇异值分解的矩阵可以是任意矩阵，对称矩阵对角化需要是对称矩阵；
5. 如果奇异值分解的矩阵行列数不相等，则分解式中的两个正交矩阵至少有一个不是满秩的，而对

称矩阵对角化中的正交矩阵一定是满秩的。

15.5 搜索中的点击数据记录用户搜索时提交的查询语句，点击的网页 URL，以及点击的次数，构成
一个二部图，其中一个结点集合 {qi} 表示查询，另一个结点集合 {ui} 表示 URL，边表示点击
关系，边上的权重表示点击次数。图 15.2 是一个简化的点击数据例。点击数据可以由矩阵表示，
试对该矩阵进行奇异值分解，并解释得到的三个矩阵所表示的内容。

由题意可知，点击数据对应的矩阵为

A =


0 20 5 0 0

10 0 0 3 0

0 0 0 0 1

0 0 1 0 0


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求对称矩阵 ATA

ATA =



100 0 0 30 0

0 400 100 0 0

0 100 26 0 0

30 0 0 9 0

0 0 0 0 1


求解 |λI − ATA| = 0，得到特征值分别为

λ1 = 213 +
√
44969, λ2 = 109, λ3 = 1, λ4 = 213−

√
44969, λ5 = 0

发现有两个特征值较为复杂，下用 python 求解得到
正交矩阵 V 为

V =



0 0.9578 0 0 0.2873

0.9700 0 0 −0.2431 0

0.2431 0 0 0.9700 0

0 0.2873 0 0 −0.9578

0 0 1 0 0


对角矩阵 Σ 为

Σ =


20.6170 0 0 0 0

0 10.4403 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0.9701 0


正交矩阵 U 为

U =


0.9999 0 0 −0.0118

0 1 0 0

0 0 1 0

0.0118 0 0 0.9999


于是该矩阵奇异值分解为

A =


0.9999 0 0 −0.0118

0 1 0 0

0 0 1 0

0.0118 0 0 0.9999



20.6170 0 0 0 0

0 10.4403 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0.9701 0





0 0.9700 0.2431 0 0

0.9578 0 0 0.2873 0

0 0 0 0 1

0 −0.2431 0.9700 0 0

0.2873 0 0 −0.9578 0


考虑矩阵 A的外积展开式，有 A =

∑4
i=1 σiuiv

T
i ，其中 ui(i = 1, 2, 3, 4)为 U 的列向量，vi(i = 1, 2, 3, 4)

为 V 的列向量。A 中的行表示查询，列表示 URL。
将 V 的每一列看作是一个 URL，因为第五个奇异值为 0，根据外积展开式，去掉第五列。每列的

各元素表示该维度的特征对当前 URL 的重要性，如第一列的表示的 URL1 的第二个维度的特征较为显
著，第二列表示的 URL2 的第一个维度的特征比较显著。
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将 U 的每一列看作是一个查询，每列的各元素值表示该维度的特征对当前查询的重要性，如第一个
查询倾向于第一个维度的特征比较显著的 URL，结合 V 矩阵可以知道，URL2 的第一个维度的特征比
较显著，则第一个查询倾向于 URL2。

Σ 的每个对角元表示对应的每个维度特征的重要性。

1 import numpy as np
2 from numpy import ∗
3

4 A = np . matr ix ( [ [ 0 , 2 0 , 5 , 0 , 0 ] ,
5 [ 1 0 , 0 , 0 , 3 , 0 ] ,
6 [ 0 , 0 , 0 , 0 , 1 ] ,
7 [ 0 , 0 , 1 , 0 , 0 ] ] )
8 U, S ,VT = np . l i n a l g . svd (A)
9 np . s e t _ p r i n t o p t i o n s ( suppre s s=True , p r e c i s i o n =4)

10 p r i n t ( ’U= ’ ,U)
11 p r i n t ( ’ S= ’ , S )
12 p r i n t ( ’VT=’ ,VT)

15.2 试求矩阵

A =


2 4

1 3

0 0

0 0


的奇异值分解并写出其外积展开式。
（1）求矩阵 ATA 的特征值和特征向量
求对称矩阵 ATA

ATA =

[
2 1 0 0

4 3 0 0

]
2 4

1 3

0 0

0 0

 =

[
5 11

11 25

]

求解 |λI −ATA| = 0，得矩阵 ATA 的特征值 λ1 = 15+
√
221 ≈ 29.8661，λ2 = 15−

√
221 ≈ 0.1339。

再将两个特征值分别带入特征方程 (ATA− λI)x = 0，得到对应的单位特征向量分别为

v1 =

[
0.4046

0.9145

]
, v2 =

[
−0.9145

0.4046

]
,

（2）求正交矩阵 V
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构造正交矩阵 V

V =

[
0.4046 −0.9145

0.9145 0.4046

]
（3）求对角矩阵 Σ

奇异值为 σ1 =
√
λ1 ≈ 5.4650，σ2 =

√
λ2 ≈ 0.3660。构造对角矩阵

Σ =


5.4650 0

0 0.3660

0 0

0 0


（4）求正交矩阵 U

基于 A 的正奇异值计算得到列向量 u1，u2

u1 =
1

σ1

Av1 =


0.8174

0.5760

0

0



u2 =
1

σ2

Av2 =


−0.5760

0.8174

0

0


列向量 u3，u4 是 AT 的零空间 N(AT ) 的一组标准正交基。为此，求解以下线性方程组

ATx =

[
2 1 0 0

4 3 0 0

]
x1

x2

x3

x4

 =

[
0

0

]

得到 N(AT ) 的一组标准正交基是

u3 = (0, 0, 1, 0)T , u4 = (0, 0, 0, 1)T

构造正交矩阵 U

U =


0.8174 −0.5760 0 0

0.5760 0.8174 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


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（5）矩阵 A 的奇异值分解

A = UΣV T =


0.8174 −0.5760 0 0

0.5760 0.8174 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



5.4650 0

0 0.3660

0 0

0 0


[
0.4046 0.9145

−0.9145 0.4046

]

矩阵 A 的外积展开式为

A = σ1u1v
T
1 + σ2u2v

T
2 = 5.4650


0.8174

0.5760

0

0

 (0.4046, 0.9145)+ 0.3660


−0.5760

0.8174

0

0

 (−0.9145, 0.4046) =


2 4

1 3

0 0

0 0


15.4 证明任何一个秩为 1 的矩阵可以写成两个向量的外积形式，并给出实例。

设 m× n 矩阵 A 的秩为 1，即 r(A) = 1，则矩阵 ATA 的秩 r(ATA) = 1。
于是，矩阵 ATA 只有一个不为 0（大于 0）的特征值，记为 λ1，其他特征值均为 0，即

λ2 = λ3 = · · · = λn = 0

记对应的单位特征向量分别为 v1, v2, · · · , vn。
进一步求解 A 的奇异值 σ1 =

√
λ1 > 0，σi =

√
λi = 0, i = 2, 3, · · · , n。

相应的再求解正交矩阵 U = [u1, u2, · · · , um]，则 A 的外积展开式为

A = σ1u1v
T
1

即任何一个秩为 1 的矩阵可以写成两个向量的外积形式。
实例 (例 15.5)
取矩阵 A 为

A =


1 1

2 2

0 0


显然 r(A) = 1，其外积展开式为

A = σ1u1v
T
1 =

√
10


1√
5
2√
5

0

 (
1√
2
,
1√
2
) =


1√
5
2√
5

0

 (
√
5,
√
5)
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16 主成分分析

16.1 对以下样本数据进行主成分分析：

X =

[
2 3 3 4 5 7

2 4 5 5 6 8

]
（1）计算样本均值向量 x̄ 为

x̄ =
1

6

6∑
j=1

xj =

[
4

5

]
（2）计算样本协方差矩阵 S 为

S =

[
3.2 3.4

3.4 4.0

]
（3）计算样本相关矩阵 R

对样本数据规范化
x∗
ij =

xij − x̄i√
sii

, i = 1, 2; j = 1, 2, 3, 4, 5, 6

矩阵改写为

X =

[
−

√
5
2

−
√
5
4

−
√
5
4

0
√
5
4

3
√
5

4

−3
2

−1
2

0 0 1
2

3
2

]
样本相关矩阵为

R =
1

n− 1
XXT =

[
1 17

√
5

40
17

√
5

40
1

]
（4）求样本相关矩阵 R 的 k 个特征值和对应的 k 个单位特征向量。
求解 R 的特征方程

|R− λI| = 0

得到 R 的 2 个特征值

λ1 = 1 +
17
√
5

40
, λ2 = 1− 17

√
5

40

求对应的单位特征向量

a1 = (

√
2

2
,

√
2

2
)T , a2 = (−

√
2

2
,

√
2

2
)T

假设要求主成分的累计方差贡献率大于 90%，那么只需取第一个主成分即可，即 k = 1，因为

λ1

λ1 + λ2

= 0.9752

(5) 求样本主成分以单位特征向量为系数进行线性变换，求出主成分

y1 = aT1x =

√
2

2
x1 +

√
2

2
x2

(6) 由特征值和特征向量求出主成分的因子负荷量和对变量 xi 的贡献率。

31



因子负荷量：（此处仍用 sii 表示规范化后的 s∗ii）

ρ(y1, x1) =

√
λ1a11√
s11

= 0.9875

ρ(y1, x2) =

√
λ1a21√
s22

= 0.9875

贡献率：
ν1 = ρ2(x1, y1) = 0.9752

ν2 = ρ2(x2, y1) = 0.9752

（7）求得 1× n 样本主成分矩阵为

Y = aT1X = (

√
2

2
,

√
2

2
)

[
−

√
5
2

−
√
5
4

−
√
5
4

0
√
5
4

3
√
5

4

−3
2

−1
2

0 0 1
2

3
2

]

= (−
√
10 + 3

√
2

4
,−

√
10 + 2

√
2

8
,−

√
10

8
, 0,

√
10 + 2

√
2

8
,
3
√
10 + 6

√
2

8
)

16.2 证明样本协方差矩阵 S 是总体协方差矩阵 Σ 的无偏估计。

设 x1, x2, · · · , xn 是从总体 X 中得到的随机样本，记 X 的期望为

E(X) = E(xi) = µ, i = 1, 2, · · · , n

协方差矩阵为

Σ = Cov(X,X) = E[(X − µ)(X − µ)T ] = E[(xi − µ)(xi − µ)T ] = Cov(xi, xi), i = 1, 2, · · · , n

样本 x1, x2, · · · , xn 的均值为

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi

考虑样本独立性，有 Cov(xi, xj) = 0, i ̸= j, i, j = 1, 2, · · · , n，则样本均值向量的期望与协方差矩
阵如下:

E(x̄) =
1

n
E(

n∑
i=1

xi) =
nµ

n
= µ

Cov(x̄, x̄) = Cov(
1

n

n∑
i=1

xi,
1

n

n∑
j=1

xj)

=
1

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

xjCov(xi, xj)

=
1

n2

n∑
i=1

Cov(xi, xi)

=
1

n
Σ
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于是有

E(S) = E[
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)(xi − x̄)T ]

= E[
1

n− 1

n∑
i=1

((xi − µ)− (x̄− µ))((xi − µ)− (x̄− µ))T ]

=
1

n− 1

n∑
i=1

E[(xi − µ)(xi − µ)T ]− 1

n− 1
E[nx̄x̄T − nx̄µT − nµx̄T + nµµT ]

=
1

n− 1

n∑
i=1

Cov(xi, xi)−
n

n− 1
E[(x̄− µ)(x̄− µ)T ]

=
n

n− 1
Σ− n

n− 1
Cov(x̄, x̄)

=
n

n− 1
Σ− 1

n− 1
Σ

= Σ

所以样本协方差矩阵 S 是总体协方差矩阵 Σ 的无偏估计。

16.3 设 X 为数据规范化样本矩阵，则主成分等价于求解以下最优化问题：

min
L

||X − L||F

s.t. rank(L) ≤ k

这里 F 是弗罗贝尼乌斯范数，k 是主成分个数。试问为什么？
设 X 为 m× n 矩阵, 由弗罗贝尼乌斯范数定义可知，求解最优化问题：

min
L

||X − L||F

s.t. rank(L) ≤ k

等价于求解下述最优化问题：

min
L

|| XT

√
n− 1

− LT

√
n− 1

||F

s.t. rank(L) ≤ k

为方便讨论，下述仍将 || XT
√
n−1

− LT
√
n−1

||F 记作 ||X ′ − L′||F。
（1）考虑利用奇异值分解算法进行主成分分析（主成分个数为 k）：

1）构造新的 n×m 矩阵 X ′ = 1√
n−1

XT。
2）对矩阵 X ′ 进行截断奇异值分解，得到 X ′ ≈ UΣV T，有 k 个奇异值、奇异向量，那么矩阵 V 的

列向量就是协方差矩阵 SX = (X ′)TX ′ 的单位特征向量。
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3）因此，V 的前 k 列对应 X 的 k 个样本主成分。
4）求解 Y = V TX 即为样本主成分矩阵。
（2）再考虑求解最优化问题：
对 X ′ 进行奇异值分解，记作 X ′ = UΣV T，有

||X ′ − L′||F = ||UΣV T − L′||F = ||UΣV T − UUTL′V V T ||F = ||Σ− UTL′V ||F

由于 Σ 为 m× n 矩形对角矩阵，记对角元为 σ1, σ2, · · · , σn，且 rank(L) ≤ k，则当 UTL′V 是秩为
k、对角元为 σ1, σ2, · · · , σk 的 m× n 矩形对角矩阵时，||X ′ − L′||F = ||Σ− UTL′V ||F 取得最小值。
记

S =

[
S1 0

0 0

]
其中 S1 为 k 阶对角阵 diag{σ1, σ2, · · · , σk}。
则 L = (

√
n− 1L′)T =

√
n− 1V STUT 即为该最优化问题的解。

一方面，从上述求解过程中可以看出，两个问题均需要求解 X ′ 的奇异值分解，只需得到的分解结
果矩阵做一定的调整即可分别得到主成分和最优化问题的解；
另一方面，结合定理 15.2、定理 15.3，可以看出题中的最优化问题是要求矩阵 X 在弗罗贝尼乌斯

范数意义下的最优近似（即奇异值分解），rank(L) ≤ k 表示秩为 k 的截断奇异值分接得到的矩阵 Ak 能
够达到这个最优值，而求 X 的主成分的奇异值分解算法则主要是对矩阵 X ′ 进行截断奇异值分解。

19 马尔可夫链蒙特卡罗法

19.1 用蒙特卡罗积分法求

∫ ∞

−∞
x2 exp(−x2

2
)dx

令 f(x) =
√
2πx2

p(x) =
1√
2π

exp(−x2

2
)

p(x) 是标准正态分布的密度函数。
使用蒙特卡罗积分法，按照标准正态分布在区间 (−∞,∞) 抽样 x1, x2, · · · , xn(取 n = 1000000)，取

其平均值，用程序求解得∫ ∞

−∞
x2 exp(−x2

2
)dx =

∫ ∞

−∞

√
2πx2 1√

2π
exp(−x2

2
)dx ≈ 1

n

n∑
i=1

f(xi) = 2.5084
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1 import numpy as np
2 import math
3 #按照标准正态分布抽样
4 X = np . random . normal ( l o c =0, s c a l e =1, s i z e =1000000)
5 #计算平均值
6 I = math . s q r t (2∗ np . p i )∗ np . dot (X,X)/1000000
7 p r i n t ( ’ I= ’ , round ( I , 4 ) )

19.4 验证具有以下转移概率矩阵的马尔可夫链是不可约的，但是周期性的。

P =


0 1/2 0 0

1 0 1/2 0

0 1/2 0 1

0 0 1/2 0


由转移概率矩阵可知，该马尔可夫链如下图所示

直观上来看，任意两个状态 i, j 之间都能互相到达，从而该马尔可夫链是不可约的。下面通过计算
验证，即计算对于任意 i, j ∈ S，一定存在时刻 t(t > 0) 满足

P (Xt = i|X0 = j) > 0

计算 P 2, P 3

P 2 =


1/2 0 1/4 0

0 3/4 0 1/2

1/2 0 3/4 0

0 1/4 0 1/2

 , P 3 =


0 3/8 0 1/4

3/4 0 5/8 0

0 5/8 0 3/4

1/4 0 3/8 0


从而有

P + P 2 + P 3 =


1/2 7/8 1/4 1/4

7/4 3/4 9/8 1/2

1/2 9/8 3/4 7/4

1/4 1/4 7/8 1/2


可以看出矩阵 P + P 2 + P 3 中所有元素都大于 0，则对于任意 i, j ∈ S，一定存在时刻 t(t > 0) 满足
P (Xt = i|X0 = j) > 0。
下面证明周期性。
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由于 P 的对角元均为 0，则从任意状态出发，至少需要跳转 2 次才能返回该状态；又 P 2 的对角元
均大于 0，则从任意状态出发，经过偶数次跳转可以返回该状态。
从而对任意状态 i ∈ S，时刻 0 从状态 i 出发，t 时刻返回状态的所有时长的最大公约数为 2，因此

该马尔可夫链是周期性的。

19.7 假设进行伯努利试验，后验概率为 P (θ|y)，其中变量 y ∈ {0, 1} 表示实验可能的结果，变量 θ 表
示结果为 1 的概率。再假设先验概率 P (θ) 遵循 Beta 分布 B(α, β)，其中 α = 1, β = 1；似然
函数 P (y|θ) 遵循二项分布 Bin(n, k, θ)，其中 n = 10, k = 4，即实验进行 10 次其中结果为 1 的
次数为 4。试用 Metropolis-Hastings 算法求后验概率分布 P (θ|y) ∝ P (θ)P (y|θ) 的均值和方
差。（提示：可采用 Metropolis 选择，即假设建议分布是对称的。）

由已知，先验概率 P (θ)遵循B(1, 1)，即均匀分布 U(0, 1)，似然函数 P (y|θ)遵循二项分布Bin(10, 4, θ)，
则对应的密度函数为

p(θ) = 1, p(y|θ) =
(
10

4

)
θ4(1− θ)6 = 210θ4(1− θ)6

于是由后验概率分布 P (y|θ) ∝ P (θ)P (y|θ)，可以取后验概率分布的密度函数为 p(θ) = θ4(1− θ)6。
假设建议分布是对称的，即对任意的 θ 和 θ′ 有

q(θ, θ′) = q(θ′, θ)

不妨取建议分布为 (0,1) 上的均匀分布。
这时，接收分布 α(θ, θ′) 简化为

α(θ, θ′) = min
{
1,

p(θ′)

p(θ)

}
= min

{
1,

θ′4(1− θ′)6

θ4(1− θ)6

}
利用 Metropolis-Hastings 算法求后验概率分布 P (θ|y) ∝ P (θ)P (y|θ) 的均值为 0.420427，方差为

0.019162。

1 import numpy as np
2 #定义后验概率分布的密度函数
3 de f p ( x ) :
4 r e tu rn np . power (x , 4) ∗ np . power(1−x , 6)
5

6 #Metropo l i s −Has t ings算法
7 de f Met ropo l i s (m, n ) :
8 X = np . ones (n ) / 2 #取初始值，避免除数为 0的情况
9 f o r i i n range (n ) :

10 x = X[ i −1]
11 x1 = np . random . uni form (0 , 1) #按建议分布随机抽取一个候选状态 x1
12 alpha = min (1 , p ( x1 ) / p ( x ) ) #计算接受概率
13 u = np . random . uni form (0 , 1)
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14 i f u <= alpha :
15 X[ i ] = x1
16 e l s e :
17 X[ i ] = x
18 r e tu rn np . mean(X[m: n ] ) , np . var (X[m: n ] )
19

20 #输出后验概率分布的均值和方差
21 mean , var = Met ropo l i s (5000 ,10000)
22 p r i n t ( ”后验概率分布的均值为 ” , round (mean , 6 ) , ’ \n ’
23 ”后验概率分布的方差为 ” , round ( var , 6 ) )
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	感知机
	Minsky和Papert指出：感知机因为是线性模型，所以不能表示复杂的函数，如异或（XOR）。验证感知机为什么不能表示异或。
	证明以下定理：样本集线性可分的充分必要条件是正实例点集所构成的凸壳与负实例点集所构成的凸壳互不相交。

	k近邻法
	利用例题3.2的构造的kd树求点x=(3,4.5)T的最近邻点。
	参照算法3.3，写出输出为x的k近邻的算法。

	朴素贝叶斯法
	用极大似然估计法推出朴素贝叶斯法中的概率估计公式(4.8)及公式(4.9)。

	决策树
	根据表5.1所给的训练数据集，利用信息增益比（C4.5算法）生成决策树。
	已知如表5.2所示的训练数据，使用平方误差损失准则生成一个二叉回归树。
	证明CART剪枝算法中，当确定时，存在唯一的最小树T使损失函数C(T)最小。

	逻辑斯谛回归与最大熵模型
	写出逻辑斯谛回归模型学习的梯度下降算法。
	写出最大熵模型的DFP算法。

	支持向量机
	已知正例点x1=(1,2)T,x2=(2,3)T,x3=(3,3)T，负例点x4=(2,1)T,x5=(3,2)T，试求最大间隔分离超平面和分类决策函数，并在图上画出分离超平面、间隔边界及支持向量。
	线性支持向量机还可以定义为以下形式：
	证明内积的正整数幂函数：

	提升方法
	比较支持向量机、AdaBoost、逻辑斯谛回归模型的学习策略和算法
	某公司招聘职员考查身体、业务能力、发展潜力这3项。身体分为合格1、不合格0两级，业务能力和发展潜力分为上1、中2、下3三级。分类分为合格1、不合格-1两类。已知10个人的数据，如表8.5所示。假设弱分类器为决策树桩。试用AdaBoost算法学习一个强分类器。

	聚类方法
	试写出分裂聚类算法，从上而下地对数据进行聚类，并给出其算法复杂度。
	证明式(14.21)成立，即k均值的可能解的个数是指数级的。（课堂上已对该式做出更正）

	奇异值分解
	试求矩阵
	比较矩阵的奇异值分解与对称矩阵的对角化的异同。
	搜索中的点击数据记录用户搜索时提交的查询语句，点击的网页URL，以及点击的次数，构成一个二部图，其中一个结点集合{qi}表示查询，另一个结点集合{ui}表示URL，边表示点击关系，边上的权重表示点击次数。图15.2是一个简化的点击数据例。点击数据可以由矩阵表示，试对该矩阵进行奇异值分解，并解释得到的三个矩阵所表示的内容。
	试求矩阵
	证明任何一个秩为1的矩阵可以写成两个向量的外积形式，并给出实例。

	主成分分析
	对以下样本数据进行主成分分析：
	证明样本协方差矩阵S是总体协方差矩阵的无偏估计。
	设X为数据规范化样本矩阵，则主成分等价于求解以下最优化问题：

	马尔可夫链蒙特卡罗法
	用蒙特卡罗积分法求
	验证具有以下转移概率矩阵的马尔可夫链是不可约的，但是周期性的。
	假设进行伯努利试验，后验概率为P(|y)，其中变量y{0,1}表示实验可能的结果，变量表示结果为1的概率。再假设先验概率P()遵循Beta分布B(,)，其中=1,=1；似然函数P(y|)遵循二项分布Bin(n,k,)，其中n=10,k=4，即实验进行10次其中结果为1的次数为4。试用Metropolis-Hastings算法求后验概率分布P(|y)P()P(y|)的均值和方差。（提示：可采用Metropolis选择，即假设建议分布是对称的。）


